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1 Indledning

Som skrevet i prologen til [1], har jeg i bogen
ikke gjort meget ud af matematisk at bevise de
forunderlige faenomener, der bliver lagt frem. Dette
dokument er ment som det supplement til bo-
gen, der efter min mening bgr kunne overbevise
eventuelle kritiske leesere om, at postulaterne er
velfunderede. Jeg vil tro, at en 3.g. gymnasie-elev
pa matematisk linje med den forngdne talmodighed
kan fglge alle mine argumenter. For at lette laesnin-
gen har jeg taget sa at sige alle mellemregninger
med. God forngjelse!

2 Tidsforlengelse,
forkortning

laengde-

2.1 Tidsforlengelse, lysuret

Et af den specielle relativitetsteoris kardinalpunk-
ter er udsagnet, at ‘et ur i bevaegelse gar langsomt’.
I det fglgende vil jeg vise dette faenomen og dets
begransninger. I bogen spiller ‘lysuret’ — som in-
troduceres pa s. 49 — en central rolle. I denne
note spiller lysuret ligeledes en central rolle — ja,
faktisk har jeg forsggt at vise alle de postulerede
feenomener, udelukkende baseret pa betragtninger
vedrgrende lysuret. Og inden vi gar igang, vil jeg
blot minde om at lysets hastighed ¢ altid lokalt er
den samme, uanset hvor hurtigt kilden bevaeger sig,
og uanset hvor hurtigt observatgren bevaeger sig, se
[1] s. 46.

I lysuret i hvile, se figur 1, er perioden den tid,
det tager lyset at bevaege sig fra det ene spejl, hen
til det andet og tilbage igen. Hvis afstanden mellem
spejlene er givet som L, fir man altsa perioden

T, = 2 W
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Figur 1: Lysuret i hvile, se figur 7 i [1]. For at gore
bade ud- og hjemturen synlige, er lysets ruter ikke
tegnet sammenfaldende som de ellers bgr veere.

hvor indekset 0 viser (her og i det fglgende), at
der er tale om et instrument (ur eller malestok
f.eks.) i hvile i forhold til observatgren. Der gaelder
ogsa, at L = Lg pa tvers af en evt. bevagelsesret-
ning af uret (ellers bryder Pythagoras seetning sam-
men i planen vinkelret pa bevaegelsesretningen).
Nu saettes lysuret i bevaegelse med hastigheden v
langs z-aksen, se figur 2, og afstanden mellem det
punkt, hvor lyset udsendes til det punkt, hvor det
nar tilbage til spejlet er

2s=v-T (2)

hvor perioden T er perioden malt med uret i
bevaegelse (det er jo det, der definerer, at pulsen er
naet tilbage). Afstanden tilbagelagt af lyset langs
de skra hypotenuser, begge kaldet h, er

2h=c-T (3)

Her er det vigtigt, at lysets hastighed altid er den
samme, si c i ligning (1) og i ligning (3) er den



Figur 2: Lysuret i bevaegelse (kun de ‘aktive’ spejle,
dvs. spejlene til det tidspunkt hvor de bliver ramt,
er vist), se figur 8 i [1].

samme. Der vil nu veaere en retvinklet trekant med
kateterne % (fra ligning (2)) og % (fra ligning
(1)) og hypotenusen < (fra ligning (3)), se figur 3.

h=cT/2

L=cT /2

Figur 3: Lysuret i bevaegelse (kun den ene halvdel
af de ‘aktive’ spejle set i figur 2 er vist).

Af Pythagoras’ setning s> + L? = h? har man
saledes T T T
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hvor kvadraterne kan udfgres, og der ganges pa
begge sider med 4

V’T? + *T¢ = °T?

()

hvorefter vi samler led med hhv. T og Tj ved at
traekke v2T? fra pa begge sider

ATE = T? —*T? (6)
Nu kan vi dele begge sider med c?
2 s Vo
T =T° - c_‘ZT (7
sztte uden for parentes pa hgjresiden
2 2 v’
Ty =T°(1- 0_2) (8)

dele med udtrykket i parentesen pa begge sider og
bytte hgjre- og venstresiden om

1
2 _ 2
" =T = (9)
og til sidst tage kvadratroden pa begge sider
1
T=Ty— (10)
1-4

Ligning (10) er det gnskede resultat — sammen-
heengen mellem perioden pa et ur i hvile Ty og et
ur i bevaegelse T'.

Hvis v er meget taet pa ¢ bliver Z—z meget taet pa
1. Traekker man et tal meget teet pa 1 fra 1 far man
noget der er teet pa nul. Kvadratroden af et tal der
er teet pa nul bliver lidt stgrre, men er dog stadig
teet pa nul, og 1 divideret med et tal taet pa nul er
meget stort. Perioden af uret i bevaegelse er altsa
meget stgrre end perioden af uret i hvile eller med
andre ord: Et ur i bevaegelse gar langsomt! For

at tage et specifikt eksempel: Lad v = 0.8¢ sd fas
Y = 0.64,1— % =0.36,/1 — % = 0.6 og endelig

L__ — 5/3, s& et ur med hastigheden 80% af

2

2

lyseté hastighed gar langsomt med en faktor 1.67.

Hvis derimod v <« ¢ far man fra ligning (10)
at T ~ Tpy, s& medmindre det ene ur bevaeger sig
med en hastighed sammenlignelig med lysets (eller
man kan male begge ures gang meget praecist) ser
man ikke faenomenet. Det er derfor vi ikke ser det
i dagligdagen.

De stgrrelser, der indgar i ligning (10), er sa ofte
brugt, at de har fiet deres egne navne. Siledes
benaevnes faktoren, der relaterer T og Ty, med det
graeske bogstav ‘gamma’

(an



hvor
(12)

Ligeledes benytter man notationen, hvor hastighe-
den er angivet i forhold til lyshastigheden med det
graeske ‘beta’

g

) (13

hvor altsd g aldrig kan blive stgrre end eller lig med
1 og ikke mindre end nul. I notationen med g ser
ligning (12) séaledes ud

1

=R

I taleksemplet ovenfor har vi 8 = 0.8 og v = 5/3.

Nu vil du maske indvende, at jeg her kun har vist
det for et ganske bestemt ur, nemlig lysuret. Hvad
med dit armbandsur eller dine hjerteslag? Jo, vi ma
veere enige om, at to ure, der begge er i hvile skal ga
ens, safremt begge ure fungerer som et ur skal. S&
dit armbéndsur gar pa samme méade som et lysur
med en bestemt afstand mellem spejlene. Nu kan
vi sa satte dig, dit armbandsur og lysuret i jeevn
bevaegelse i forhold til mig. Du vil ikke kunne detek-
tere nogen forandring i urenes gang, nar bevaegelsen
er jevn (se f.eks. ‘relativitetsprincippet’, Galilei-
citatet i [1], s. 45), de vil altsd g& synkront. Men
hvis lysuret i bevaegelse — set for mig — gar lang-
somt, ma dit armbandsur, der ogsa er i bevagelse,
ligeledes ga langsomt set for mig, ellers er de ikke
synkrone. Dit armbéandsur (og derfor ethvert andet
ur, argumentet geelder et vilkarligt velfungerende
ur) gar altsa langsomt, set for mig.

Et atom er pa en made et avanceret ur, hvori
elektronens kredsen omkring atomkernen fungerer
som viseren pa et ur — en fast rotationshastighed
omkring kernen (fra kvantefysikken ved vi at denne
planetbane-analogi ikke er helt korrekt, men til
dette formal fungerer den fint). Dette ‘eksotiske’ ur
vil ifglge reesonnementet ovenfor ogsa ga langsomt,
hvis det er sat i bevaegelse. Elektronen roterer altsa
langsommere rundt om kernen (maélt af den, der
ikke bevaeger sig med atomet/uret). Da molekylaere
processer i bund og grund er bestemt af elek-
tronernes banehastighed, vil de molekyleere pro-
cesser, og dermed de biologiske processer, ogsa ga
langsomt. En person i bevagelse xldes altsa lidt

(14)

langsommere end en person i hvile (men da man
altid er i hvile i forhold til sig selv, kan man ikke
merke eller male det uden at sammenligne med an-
dre). En mere udfgrlig diskussion af dette maerke-
lige feenomen findes i afsnittet om tvillingeparadok-
set og appendiks B i [1].

2.2 Leengdeforkortning,
roteret

lysuret

Nu kan vi rotere lysuret i hvile fra figur 1 90° med
uret, se figur 4. Igen er perioden den tid, det tager
lyset at bevaege sig fra det ene spejl, hen til det
andet og tilbage igen.

Figur 4: Et roteret lysur i hvile, se figur 71 [1].

Men denne gang satter vi lysuret i bevagelse
langs lysets udbredelsesretning og ser i fgrste om-
gang pa, hvornar pulsen rammer spejlet til hgjre
(som jo altsd beveeger sig vaek fra lyset), se figur 5.

Som i eksemplet ovenfor méa spejlet - denne gang
det til hgjre - blive ramt til et bestemt tidspunkt,
lad os her kalde det T;. I dette tidsrum har lysuret
bevaget sig afstanden x = v - T3 mod hgjre, sé den
totale afstand lyset skal tilbageleegge i tidsrummet
Ti, er altsa urets leengde L (der ikke ngdvendigvis
er den samme som urets leengde i hvile Lg) plus
afstanden z = v - T7:

ILi=L+v-Th=c-Th (15)

hvoraf man far sammenhaengen mellem L og T3

L
& Th=——

L=(c—v)-T} (16)
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Figur 5: Et roteret lysur i bevaegelse langs lysets
udbredelsesretning, se figur 9 i [1]. Med gra er vist
spejlenes udgangspunkt (de gule spejle fra figur 4)
og med gul spejlenes position til det tidspunkt T1,
hvor spejlet til hgjre bliver ramt af lyspulsen.

og tilsvarende pé tilbagevejen i tidsrummet 75, hvor
spejlet til venstre bevager sig henimod lyset, se
figur 6:

LQIL—’U'TQZC'TQ (17)

hvoraf man far en sammenhaeng mellem L og T>

L
c+v

L=(c+v) T & Th= (18)
I afsnittet om Doppler-effekt vender vi tilbage til,
hvorfor tiderne T og T» ikke er ens.

En periode pa uret i bevagelse T' er altsa sum-
men af tiderne T} og T, fundet af ligningerne (16)

og (18), dvs.
L L
+

T=T1+T>= P

19
P (19)
som kan omskrives ved at saette L uden for parente-

sen til
1 1

C+U) (20)

Brgkerne bringes pa felles brokstreg (forlenges
med hhv. ¢ + v og ¢ —v) til

T = L(

cC—v

c+v+c—v

S CE )

) (21)

og det udnyttes, at to tals sum gange to tals differ-
ens er lig kvadratet pa forste led minus kvadratet

Figur 6: Et roteret lysur i bevaegelse langs lysets
udbredelsesretning, se figur 9 i [1]. Med gra er vist
spejlenes udgangspunkt fra figur 5 og med gul spe-
jlenes position til tidspunktet T, hvor spejlet til
venstre bliver ramt af lyspulsen.

pa andet led

2c
T = L(5) (22)
eller ved at forkorte med c?
2L 1
T==(—p) (23)
62

Nu udnytter vi ligning (10), der forteeller, at uret
i bevaegelse gar langsomt

(10)

saledes at

2L 1 1
( v2):T0
1-=

- (24)

der kan omskrives ved at gange med /1 — ‘C’—z pa
begge sider til

(25)

I hvile ma der gaelde det ackvivalente til ligning (1):

To = % (26)

C



der fgrer til

S 27)

saledes at leengden af lysuret 1 bevaegelse bliver

2
L=1IL/1-2

g (28)

der er det korrekte udtryk for leengdeforkortningen.
Med notationen fra ligning (12)

1

Ji-s

fas en mere kompakt beskrivelse af den gnskede
sammenhzng mellem hvilelaengden Ly (leengden af
et ur eller en malestok, malt af en person i hvile i
forhold til stokken) og laengden af uret i bevaegelse
L:

(12)

v

L (29)

Idet y altid er stgrre end (eller lig med, hvis v = 0)
1, er leengden af uret i bevagelse L altsd mindre
end (eller lig med, hvis v = 0) hvileleengden Ly —
lzengdeforkortning!

2.3 Doppler-effekt uden relativitet-
steori

Man kan let forledes til at tro, at har man vist, at et
ur i bevaegelse gar langsomt, sa har man vist en ef-
fekt fra relativitetsteorien. Det er en faldgrube, som
selv erfarne videnskabspopularisatorer kan falde i

[2].

Som forklaret i [1] side 91 og med figur 23, kender
vi godt den klassiske Doppler-effekt, opdaget i
1842. Den indgér i lysurets opfgrsel pa bade ud-
og hjemturen for lyspulsen, nar uret bevaeger sig i
samme (eller modsatte) retning som lyset. Ser vi
blot pa den klassiske effekt, ma vi kraeve, at der
ikke er forskel pa ures gang (som jo er en relativis-
tisk effekt), altsd at T = Tp. Vi har ogsd ligning
(16), der siger, hvornér hgjre spejl bliver ramt

L
c—v

T = (16)

For at se hvad effekten af, at spejlet bevaeger sig
vaek fra lyset er, kan vi dele 77 med %, som jo er

den forventede veerdi hvi§ spejlet var i hvile, og vi
kan kalde forholdet for TT

T 9Ty

T T (30)

Dette forhold udtrykker altsd perioden af noget i
bevaegelse (ambulancesirenen f.eks.) delt med pe-
rioden af det stillestdende, men forelgbigt uden
hensyntagen til relativitetsteorien. Her benytter vi
ligning (22)

2cL

T=———
02_,02

(22)

som udtryk for T', hvorved vi far (ved at ‘gange med
den omvendte’)
T L Z-0?
T “c—v 2L

(31)
hvor vi igen udnytter reglen ¢ —v? = (c+v)(c—v),
denne gang bare ‘den anden vej’, dvs.

T,_TC+’U

:Tﬂ+g) (32)
som er den klassiske regel for Doppler-skiftet af pe-
rioden. Nar modtageren fjerner sig (hvad det hgjre
spejl i figur 5 gor), bliver den relative periode stgrre
med en faktor 1+ . Vi kunne udfgre samme regn-
ing med Ty og se, at nar modtageren narmer sig
lyspulsen (hvad det venstre spejl i figur 6 gor),
bliver den relative periode mindre med en faktor

1-2.

2.4 Doppler effekt med relativitet-
steori, nul observationsvinkel

Jeg har ovenfor skrevet udsagnet ‘et ur i bevaegelse
gar langsomt’. Det er — som sd mange andre —
en sandhed med modifikationer. For ganske vist gar
uret langsomt, men det er ikke sikkert, at det ser ud
til at ga langsomt. Der er jo ogsa noget der hedder
Doppler-effekt.

I udledningen af ligning (32) tog vi udtrykke-
ligt ikke hensyn til, at T kunne vere forskellig
fra Tp. Det tager vi nu med i Doppler-effekten,
og far derved det relativistiske udtryk for Doppler-
effekten, dvs. i stedet for ligning (30) ser vi nu pa

T oT

T T (%)



Igen udnytter vi ligning (10), der fortaeller, at uret
i bevaegelse gar langsomt

T = (10)

og vi omskriver forholdet % ved at gange med et
‘specielt ettal: 1 = %
T T T
—_— = (34)
o T T,

og benytter ligningerne (32) (som fgrste led i ligning
(34)) og (10) (som andet led i ligning (34)) til at f&

— = T 35

- D — (35)
2

Det er jo et relativt grimt udtryk, men benyttes 3

og 7 kan det komprimeres betydeligt

[T =7(1- )T

Udover denne ret kompakte form kan ligning (35)
omskrives med den regel (a +b)(a —b) = a® — b% vi
har haft i brug nogle gange (husk at va - b = /av/b
altid geelder for positive tal, men at v/a + b = /a+
Vb kun undtagelsesvist er sandt, f.eks. hvis a = 1

og b=0)
2
Ji- 214 2= 1- 2
C C C

o . (1-2) . o
sa vi benytter e /1= 7 til at fa et andet
udtryk for det relativistiske Doppler-skift

(36)

(37)

T [1-t

T, \1+2 (38)
eller

T 1-8

— = 39

To 1+ (39)

der blot udtrykker det samme som ligning (36),
men pa en anden made.

2.5 Doppler-effekt med rela-
tivitetsteori, vilkarlig obser-
vationsvinkel

Nu stiger kunsten en anelse, idet dette afsnit be-
handler, hvordan tidens gang registreres pa et ur i

bevaegelse i en vilkarlig retning, observeret under
en vilkarlig vinkel. Man skulle umiddelbart tro, at
det ville fgre til et meget kompliceret udtryk, men
det viser sig at veere temmelig kompakt (i hvert
fald nar det udtrykkes som en funktion af 8 og 7).
Her skal ligning (36) blot bruges, men i en form der
tager hensyn til observationsvinklen §:

T' = (1 - Beos(6))To (40)
Det er der jo ikke noget meerkeligt i — B cos(d) er
jo hastighedskomponenten i observatgrens retning.
I udledningen af ligning (36) var denne hastighed-
skomponent hele hastigheden, hvad man ogsa far
af ligning (40), nar observationsvinklen er 0°, dvs.
cos(f) = 1. Tilsvarende, nar observationsvinklen
er 90°, falder leddet §cos(f) bort, og vi har igen
det oprindelige tilfzelde med det langsomme ur, der
hverken bevager sig hen imod os eller vk fra os,
ligning (10).



3 Lorentz-transformationer

Som skrevet i [1], er noget af det fundamentale i rel-
ativitetsteorien, at man ikke laengere kan tale om
tid for sig og rum for sig, men at man er tvunget
til at behandle dem under et, som rumtid. Dette
ser vi bl.a. af lysuret, idet dets bevaegelse gen-
nem rummet pavirker tidens gang. Det er altsa
ngdvendigt at tale om ‘begivenheder’, som er de
fire koordinater, der angiver tid og rum, i stedet for
blot tid eller rum. I afsnittet om rumtidsinterval-
let argumenteres der yderligere for denne pastand.
I dette afsnit skal vi derimod se, hvilke fire koor-
dinater en person i bevagelse tilegner en begiven-
hed med fire andre koordinater tilegnet af en per-
son i hvile. Denne omformning — eller ‘transforma-
tion’ af koordinater, benavnes i den tekniske jar-
gon ‘Lorentz-transformation’. I bogen [1] benyttes
betegnelsen ‘relativistisk rotation’ for at papege
ligheden med en almindelig rotation, men der er
tale om det samme som en Lorentz-transformation,
blot udtrykt grafisk. Ikke overraskende skal vi igen
benytte lysuret for at finde disse omformninger.

3.1 Lorentz-transformation af tid

Vi benytter det roterede lysur, se figur 4, og plac-
erer en observatgr, der hele tiden fglger dette ur,
ogsa nar vi lige om lidt satter det i jeevn bevaegelse.
Begivenheden ‘urets start’ giver vi naturligt koor-
dinaterne (z,y, 2,t) = (0,0,0,0) og begivenheden,
at hgjre spejl bliver ramt

T
(330,11/0,2’0,750) = (L0,0,0, 70)

(41)
Nu saetter vi sa lysuret i bevaegelse som tidligere, se
figur 5, men synkroniseret med et identisk ur (med
tilhgrende observatgr), der forbliver i hvile. Synkro-
niseringen er simpelthen, at begge ure startes, nar
deres venstre spejl (hvorfra pulsen jo udgar) er ud
for hinanden, dvs. for samme z—koordinat, nemlig
nul. Hvordan ser begivenheden for observatgren i
jeevn bevaegelse med uret (hvilesystemet, der hvor
det observerede er i hvile), ligning (41), nu ud for
observatgren der ser uret bevage sig?

Ifglge udledningen af Doppler-effekten i rela-
tivitetsteorien (her ses bort fra observationsvinkel)
er sammenhangen mellem TTI og % givet som

To

=~(1 —ﬂ)?

TI

5 (36b)

men TT’ = Tj er tiden, til hvilken spejlet til hgjre
set i bevaegelse bliver ramt, og den tilsvarende tid
for den, der ser spejlet i hvile, er 22‘1 Vi ved ogsa
fra ligning (26)

To Lo

2 c

s& vi kan omskrive ligning (36b) ved at gange ind i
parentesen:

(26b)

T’ To To
> = 7(? - 57)

5 (36¢)

og i sidste led indsattes ligning (26b), s vi far

T To Lo
> = ’7(7 - /37)

5 (42)

Ligning 42 er den sékaldte Lorentz-transformation
af tiden fra det ene system til det andet, der i mere
generel form ser saledes ud:

Zo

t =(to —/3?) (43)

der viser, hvordan tidskoordinaten af begivenheden
(0,0,0,%0) i det ene system (‘hvilesystemet’, dvs.
der, hvor uret er i hvile) ser ud i det andet system
(2,0,0,t). I ligning (42) fik vi det korrekte udtryk
ved at indsaette %‘1 i stedet for 12@ i andet led, men
ikke i fgrste led. Det gjorde vi, fordi tidskoordi-
naten ngdvendigvis ma indgd pa hgjresiden (hvad
der udelukker, at vi kunne have lavet denne erstat-
ning begge steder), og fordi den korrekte formel for
at transformere fra det ene til det andet system
uden hensyntagen til afstand er givet ved ligning
(11): T = ~Ty, hvilket ligning (43) ogsa giver for
Lo = 0.

3.2 Lorentz-transformation af rum

For at lave den fuldstzendige Lorentz-
transformation mangler vi at finde ud af, hvordan
2o og = haenger sammen. Det er der mindst to
metoder til at afggre — en hurtig, og en mere
grundig. Den hurtige er, at rum og tid i rela-
tivitetsteorien skal behandles pa lige fod (evt. med
et ¢ ganget pa eller divideret med, af hensyn til
enhederne), s man kan kopiere ligning (43), bytte
t ud med £ og r ud med ct og fa den korrekte
formel:

‘ x = y(xo — Btoc) ‘ (44)




Den lidt mere grundige version er at se pa, i hvilken
afstand det bevaegede spejl til hgjre bliver ramt,
malt af den, der ser dette spejl i bevaegelse. Vi ved
jo, at denne afstand er Lg for observatgren i hvile i
forhold til det jeevnt bevaegede ur (se ligning (41)),
men vi ved ogsa fra figur 5, at denne afstand er
Ly = c¢-Ti i det andet system. Men 77 = T?I, % =
Lo og ligning (29) skal overholdes, nar der ses bort
fra tider, sa fra ligning (42)

T Toc
L1 = CT1 = 67 (LO - /BL) (45)
der er specialtilfeeldet af ligning (44).
3.3 Du er fgdt p4 Manen
Nu har vi de ngdvendige varktgjer — Lorentz

transformationerne — til at se pa de to
mearkveerdige rumtidsblandinger nsevnt i [1]: ‘Du
er fadt pd Manen’ (s. 61) og ‘Den Andromedanske
morgenmad’ (s. 66).

I fgrstnaevnte tilfeelde er der tale om to be-
givenheder, min fgdsel (z,t) = (Skanderborg,
30.04.1968 kl. 16) og Armstrongs fodaftryk (z,t) =
(Mare Tranquilitatis, 21.7.1969 kl. 10). Settes
sidstnaevnte som i [1] til at veere udgangspunk-
tet (z,t) = (0,0), bliver forstnaevnte flyttet
til (zo,t0) = (384.000 km, -446.25 dage), og
spgrgsmalet er, om vi kan benytte ligning (44) til
at opna, at der findes en observatgr, der ser be-
givenheden i (g, t9) som foregdende i (0,t), hvor ¢
kan vere vilkarlig. Rum-koordinaten skal jo veere
nul for at veere sammenfaldende med Mare Tran-
quilitatis, der blev valgt som udgangspunkt. Vi skal
altsa lgse ligningen

0 = y(zo — Btoc) (46)

som blev gjort grafisk i figur 14 i [1]. Vi husker,
at bade S og v er entydigt givet ved hastigheden
og lysets hastighed, s& der er kun en ubekendt —
ligningen kan altsa lgses. Det er ovenikgbet ikke s
sveert, idet 7 ikke kan vaere nul, sa ligningen lgses,
hvis zg — Btoc =0 eller g = —Q dvs. v = fo =-36
km/t.

3.4 Den Andromedanske morgen-

mad

I dette eksempel betragtes to personer, der gar
forbi hinanden med en indbyrdes hastighed pa 3

meter i sekundet. Spgrgsmalet er, om deres ‘nu’er
et andet sted, er de samme, f.eks. i Andromeda-
galaksen. Den ene persons ‘nu’ i Andromeda er
(%o,t0) = (Andromeda,0) og den andens (z,t) =
(Andromeda,0) og lad os som tidligere satte
hastigheden af fgrstnaevnte til nul og sidstnaevntes
hastighed v til 3 m/s, dvs. 8 = .
Afstanden (den nyligt opdaterede) til Andromeda
T er 2.5 mio. lysdr. Vi benytter nu ligning (43) til
at finde ud af, hvilken tid den fgrstes ‘nu’ svarer
til i den andens referencesystem, dvs. tiden t =
v(to — B%2). Den fgrste faktor, v, er meget taet pa
at vaere 1, sa dens pracise stgrrelse er irrelevant
her (det kan du evt. selv checke). Det afggrende
bliver saledes f%Z2 = 10®-2.5-10° = 2.5- 102
hvor enheden bliver ar, da vi regner afstanden i
lysar og deler med lyshastigheden (¢ = 1 lysar/ar,
pr. definition, dvs. 1 ar=1 lysar/c). Da der er
365 - 24 timer pr. ar, bliver resultatet i timer altsa
2.5-1072-365-24 = 219, eller lidt mere end 9 dage.



4 Rumtidsintervallet

Som vist i bogens appendiks B [1], er rumtidsin-
tervallet mellem to begivenheder, hvorimellem der
er sendt et lyssignal, det samme, uanset hvem
der beskriver det. I samme forbindelse postulerede
jeg, at det geelder helt generelt. Med Lorentz-
transformationerne er det relativt let at vise dette
(men der er en del udregninger og du kan i stedet
veelge at tro pa det og hoppe videre til naeste afs-
nit).

Rumtidsintervallet s er defineret (i min notation,
det varierer lidt) ud fra

‘32=m2+y2+z2—c2t2‘ (47)

hvor koordinaterne her betegner afstande (i rum
hhv. tid) — en slags udvidet Pythagoras’ seetning.
I bogen har jeg gjort en del ud af at argumentere
for minustegnet. Lad os nu se pa rumtidsintervallet
mellem begivenhederne (zg,t0) = (0,0) og noget,
der sker lidt senere, men samme sted i dette refer-
encesystem (x1,%1) = (0,75). Det kan jo ikke veere
et lyssignal, der adskiller dem, da lyset ikke kan sta
stille. T det stillestaende system far vi resultatet

st = —*T¢ (48)
I et referencesystem med hastigheden v = B¢ benyt-
ter vi £ = 7y(zo — Btoc) (ligning (44)) og t
v(to — B%) (ligning (43)) til at finde koordinaterne
for de to begivenheder (0,0) og (0,T;). Svarene
bliver hhv. (0,0) og (v(—8Toc),v(To)) hvoraf vi kan
udregne

s = YBT3 — *Tic? (49)

Her kan man satte v?T¢c? uden for parentesen og
fa

s? ="Tgc? (8% = 1) (50)
og da v® = 5 fas slutteligt
s> = —c*Tg (51)

som er lig s2 i ligning (48), hvilket skulle vises.
For de to naevnte begivenheder er rumtidsinterval-
let altsa uathaengigt af, hvem der beskriver det.

Men gzlder det helt generelt? Ja, det gor det,
hvilket man kan se af transformationen af et helt
generelt punkt

(2o, to) = (Xo, To) (52)

som i det andet system har koordinaterne

(2,1) = (1o — BToe), (To — B20))

(53)
som fremkommer ved at benytte formlerne for
Lorentz-transformationer, ligning (43) og (44). For
disse punkter geelder
2 2 2 2,2 Xo\o
87 =7 (Xo — BToc)” — ™y (To—ﬂT) (54)
hvor vi kan udfgre kvadraterne og satte 2 udenfor
parentes

5? = P [-2XoBToc+ X5 +B°Tg *+2 X0 fToc—c*Tg —

(55)
‘krydsleddene’ summerer til nul og vi kan seette X3
og ¢*T¢ udenfor parenteser

= PO = K= =
56
idet 72 = ﬁ eller kort sagt s> = s2.

5 Einsteins kasse

Et af de mest fantastiske resultater i den specielle
relativitetsteori er, at masse er en form for energi og
omvendt, E = mc?. Som diskuteret i [1], s. 87, har
Einstein selv vist resultatet pa flere mader, heraf
en kendt som ‘Einsteins kasse’. Der er imidlertid
naesten ingen forskel pa Einsteins kasse og lysuret,
sa vi benytter her sidstnaevnte.

Den  fundamentale  observation  (kaldet
‘massemidtpunktssaetningen’) er, at et tyn-
gdepunkt ikke kan flytte sig uden en pavirkning
gennem ydre kreefter. Allerede i begyndelsen af
1870erne viste Maxwell, at udsendelse af straling
med energien E medfgrer en overfgrt impuls p

givet ved
E

p=—
C

(57)
— der oprinder fra det sakaldte ‘stralingstryk’.
Lad dig ikke forvirre af, at ligning (57) ikke er
et tryk med enhed kraft pr. areal. Forbindelsen til
stralingstrykket P er Ap = A- P - At, hvor A er
arealet, impulsasendringen Ap og At er det tidsrum
stralingstrykket virker i.

Nar lysuret, der i begyndelsessituationen er i
hvile, udsender lyspulsen med energien F, rekylerer

PR X
CZ

]



Figur 7: Et roteret lysur i hvile (med gréa), udsender
en lyspuls med energien E fra det hgjre spejl mod
venstre, og rekylerer som fglge af impulsen p. Efter
et tidsrum T, rammer lyspulsen det venstre spejl
(med gul), og bringer som fglge af impulsen p ly-
suret til standsning. Lyspulsen har i forlgbet flyttet
sig afstanden Ls.

det i den modsatte retning pga. den overfgrte im-
puls p. Forlgbet er vist pa figur 7, og ligheden med
figur 6 er tydelig.

Ifglge ligningerne (17) og (18) flytter lyspulsen

sig afstanden
L

Ly =
271+ 2 (58)
i tidsrummet I
T = 59
2 c+v ( )

Hyvis lysuret har massen M, betyder impulssendrin-
gen en hastighed

sa lysuret flytter sig
L
Ly = 61
M= (61)

den anden vej. Hvis tyngdepunktet skal ligge stille
(og det skal det, der er ingen ydre kraefter), ma vi

kraeve
MLy =meLs (62)

hvor m, er den til stralingsenergien akvivalente
masse. Vi kan nu finde m,. ud fra
Ly L 1+%

= M— -
e L2 C+U L

v (63)

= MY
C

eller ved hjzlp af ligning (60)

pv FEl1 FE
e =E——=——=— 64
mn ve ce 2 (64)
hvorfra man ser den bergmte relation
(65)

Energi er altsa en form for masse og omvendt. Jeg
har i det ovenstaende benyttet m. for at pointere at
der i dette tilfzelde er tale om en sekvivalent masse.
Lys (fotoner) har ingen masse, men de har i kraft
af deres energi en @kvivalent masse.
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6 Masse, energi og impuls

Ganske som ovenfor vist for s? i tilfeeldet med rum
og tid, ligning (47), eksisterer der en parameter der
ikke afhaenger af hvem der beskriver den i tilfseldet
med totalenergi E og impuls p. Den gnskede pa-
rameter er mg og sammenhangen er

1

md = (B - ) (66)

hvor mg kaldes hvilemassen, dvs. den masse man
maéler i det system hvori den maélte partikel er i
hvile. Det er jo ikke sa maerkeligt at denne stgrrelse
er den samme altid, der refereres jo til et bestemt
system hvori massen er i hvile, og dette system er
det samme for alle, uanset bevaegelse. Analogien til
52 er maske endnu mere klar hvis man teenker pa
egentid 7 som fés fra 72 = _6—22, dvs. fra ligning (47)

med 72 = 2% + y? + 22

1

2 _ (2,2 .2
T = (c’t —7‘)c2

(67)

Egentiden er jo netop defineret pad samme made
med reference til hvilesystemet, se appendiks B i
[1]. Det er altsd nerliggende (men ikke bewvist her)
at hvis tider &ndres som vist i ligning (11), og egen-
tiden og hvilemassen er defineret pa samme made,
sa transformerer masser pa samme made som tider,

dvs.

Objekter bliver altsd tungere, jo hurtigere de
bevager sig idet v vokser. Udtrykket m = ymyg
definerer ‘den relativistiske masse’ m. Udover ar-
gumentet anfgrt ovenfor om ligheden mellem defi-
nitionerne af egentid og hvilemasse, kan man be-
tragte specialtilfeeldet fotoner, dvs. lyspartikler.
For fotoner er bade egentiden og hvilemassen nul.
Ogsa her er der altsd en besnzrende sammen-
heng mellem mg og 7 - partikler uden hvilemasse
‘meerker’ ikke tidens gang. Det er af samme grund
at afstanden mellem Solen og Jorden set for dem
bliver nul - de tilbagelaegger nul afstand i lgbet af
nul egentid, se diskussionen i [1] s. 90.

Men hvilket udtryk skal man bruge for totalen-
ergien E og impulsen p i relativitetsteorien? Jeg
postulerer her — foranlediget af analogien mellem
7 og mo der forte til ligning (68) — de korrekte

(68)
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udtryk, og vil i det fglgende argumentere yderligere
for hvorfor de ser ud som de ggr:

e
(70

I disse ligninger har jeg simpelthen erstattet m med
ymy i ligning (65) og i den vanlige p = mw. Dette
beviser ikke at det er korrekt, men det passer med
ligning (66) (som du maske selv kan vise?) og vi kan
nu se om udtrykkene passer i det tilfeelde vi er vant
til, v < ¢. Her far vi brug for en sakaldt ‘raekkeud-
vikling’ af kvadratroden og den inverse funktion,
dvs. tilnarmelser til de sande vezerdier for de to
funktioner. Der galder approksimationen

VITo~1+ %z (r1)
hvis = er numerisk meget mindre end 1 og
tilsvarende geelder approksimationerne

1
~1-— 2
142 v (:2)
og
1+2)?~1422 (r3)

hvis z er lille (prgv med en lommeregner om ikke
de er korrekte, jo mindre x er numerisk, jo bedre
passer det). Idet ¥ = ——~— kan vi for v < ¢, i.e.

-
? < 1 benytte regel (rl) til at fi en tilnaermelse
v~ og regel (r2) til yderligere v ~

2
22

1+ % hvor indeks ¢ pa ¢ betyder den tilnsermede
veerdi.

Lad os nu se pa den tilnermede energi E;
yemoc?. Vi ganger ind i parentesen E; = mgc?(1 +
%) = moc® + $mv? hvilket, bortset fra det forste
led mgc?, er den vanlige kinetiske energi By, =
%mv2. Totalenergien (og det var derfor jeg insis-
terede pa at kalde den det) er altsa en sum af
‘hvileenergien’ moc? og den kinetiske energi Eiiy

1—

‘ E = Eyin + moc? ‘ (71)

Kombinerer vi nu med ligning (69) fir man ved at
traekke moc? fra pa begge sider og saztte udenfor
parantes

Fiin = (7 — 1)moc? (72)




Hvad sker der ifglge denne ligning, nar man tildeler
en partikel kinetisk energi? I begyndelsen, dvs. for
hastigheder der er sma nok til at man kan ig-
norere relativitetsteorien, vokser hastigheden udfra
den vanlige sammenheng med den kinetiske energi
Ekin = %mgvz, dvs.

2FEkin
mo

v = (73)
Men det kan jo ikke fortsaette sddan i det uendelige,
c er jo den stgrste hastighed overhovedet og ligning
(73) kender ingen graenser. Nar relativistiske effek-
ter far betydning, skal vi benytte ligning (72) til at
finde hastigheden

1
Ekin:(72
1_'U

c2

— 1)moc® (74)

Vi deler ligning (74) med moc? pa begge sider, laeg-
ger 1 til pa begge sider og ‘kvadrerer’, dvs. ganger
henholdsvis hgjre- og venstresiden med sig selv:

Eyin

2
moc2 +1)

(

(75)

Nu ganger vi begge sider med 1— ’c’—z og deler begge
sider med (ki Ek‘“ +1)? og far

2

].—c—2:

1
(s +1)?

moc

(76)

hvorefter vi traekker 1 fra pa begge sider, ganger
med —1, tager kvadratroden og ganger pa begge

sider med ¢
1
v=c 1—7
V' G

Sammen med en bachelorstudent, Mikkel Lund,
har jeg udfgrt malinger — vist med rgdt i figur 8 og
9 — for at bekrafte at ligning (77) er det korrekte
udtryk. I disse malinger har vi simpelthen fundet
hastigheden ved at dele den tilbagelagte vejleengde
mellem to detektorer med den tid elektronen har
taget om at komme fra den ene til den anden. Der
er ingen tvivl — hastigheden nsermer sig ¢, men
overstiger den aldrig og det klassiske udtryk er helt
hablgst for tilpas hgje kinetiske energier.

Ligning (77) er altsd det korrekte udtryk for
hastigheden som funktion af den kinetiske energi,

(77)
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Figur 8: Hastigheden i enheder af lysets hastighed
2 som funktion af den kinetiske energi i enheder
af hvilemassens energi n’f‘“" Den fuldt optrukne
linie viser det relativistiske udtryk, ligning (77), den
stiplede viser det klassiske udtryk, ligning (73) og
den vandrette linie viser v = ¢. Malte punkter med

usikkerhedsfaner er vist med rodt.

uanset stgrrelsen af den kinetiske energi. Du kan
benytte regel (r3) og regel (r2) til at vise at hvis
Ek"‘ er lille, fas ligning (73). Hvad nu hvis Ek“‘g er
meget stor i ligning (77)? Sa far man en hastlghed
der nzermer sig ¢, men lysets hastighed overskrides
aldrig, se figur 8. Hvor bliver den kinetiske energi s&
af? Den bliver til relativistisk masse ifglge ligning

(68). Sa masse er en form for energi.
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