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Resumé

I dette speciale forklares gravitationelle og kvantemekaniske aspekter af sorte
huller ud fra den specielle relativitetsteori og skvivalensprincippet. Der arbej-
des med acceleration i den specielle relativitetsteori, og her udledes egenaccele-
rationen givet ved a = v3a, der er den acceleration en observatgr oplever i sit
hvilesystem. Ligeledes udledes Rindler-koordinaterne for at beskrive en obser-
vatgr, der undergar konstant egenacceleration. Der introduceres begivenheds-
horisonter i den specielle relativitetsteori, Rindler-horisonten, og den tydeliggg-
res grafisk i form af Rindler-kilen ved at betragte kommunikationen mellem en
accelererende observatgr og en frakoblet observatgr. Vha. ekvivalensprincippet
forklares, at der ligeledes eksisterer begivenhedshorisonter i et tyngdefelt kaldet
Schwarzschild-horisonten givet ved r = 2GM/c?. 1 forleengelse af det arbejdes
der med analogien mellem Rindler-horisonten og Schwarzschild-horisonten pa
baggrund af sekvivalensprincippet.

Det vises, at Schwarzschild-metrikken naer horisonten har samme form som
Rindler-metrikken, hvilket netop underbygger brugen af Rindler-koordinater
og Rindler-kilen som udgangspunkt for at forklare sorte huller. For at for-
klare et sort huls gravitationelle singularitet ved » = 0 introduceres Kruskal-
koordinaterne og Kruskal-diagrammet, der grafisk afbildes pa samme méde
som Rindler-kilen, men med den forskel at den ogsa kan forklare singulariteten
r = 0. P4 den made opnéas en komplet forstaelse af singulariteterne for et sort
hul beskrevet ved Schwarzschild-metrikken og disses fysiske fortolkninger.

Ydermere studeres kvantemekaniske effekter i form af Unruh-straling, der
postulerer, at en Rindler-observatgr i Minkowski-vakuum observerer et ter-
misk spektrum af partikler. Igen bruges skvivalensprincipet til at bygge bro til
Hawking-straling, der postulerer, at sorte huller udsender straling med Hawking
temperaturen 7' = hc® /8tGMkp ved horisonten.



Abstract

In this thesis the gravitational and quantum mechanical aspects of black holes
are explained based on the special theory of relativity and the equivalence prin-
ciple. Acceleration in special relativity is studied and the proper acceleration
given by a = «3a is derived, which is the acceleration that an observer experi-
ences in his rest frame. Also, the Rindler coordinates are derived to describe an
observer who undergoes constant proper acceleration. Event horizons in spe-
cial relativity, the so called Rindler horison, is introduced and it is illustrated
graphically in terms of the Rindler wedge by looking at the communication
between an accelerating observer and an disconnected observer. By using the
equivalence principle, it is explained how event horizones also arise in a gravi-
tational field, called the Schwarzschild horizon, which is given by r = 2GM/c?.
In connection with this the analogy between the Rindler and Schwazschild
horizon is studied via the equivalence principle.

It is shown that the Schwarzschild metric near the horizon has the same
form as the Rindler metric, which suports the usage of Rindler coordinates and
the Rindler wedge as a way of explaining black holes. In order to explain the
gravitational singularity of black holes at r = 0, the Kruskal coordinates and
Kruskal diagram is introduced which graphically is plotted in the same manor
as the Rindler wedge but with the difference that the Kruskal diagram can
explain the singularity at » = 0. In this way a complete understanding of the
singularities of a black hole described by the Schwarzschild metric is achieved
and the physical interpretation of these singularities.

Furthermore the quantum mechanical aspects in terms of Unruh radiation is
studied which postulates that a Rindler observer in Minkowski vacuum observes
a thermal spectrum of particles. Again the equivalence principle is used to make
the connetion to Hawking radiation, which postulates that black holes radiates
near the horizon with the Hawking temperature 7' = he? /87GMkp.
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Kapitel 1

Indledning og psedagogisk
strategi

Formalet med specialet er at lette forstaelsen af gravitationelle og kvanteme-
kaniske aspekter af sorte huller. Sorte huller er et omrade af rumtiden, hvor
tyngdekraften er s& steerk, at end ikke lys kan undslippe. Denne afgraensning
i rumtiden, hvorfra lyset ikke kan undslippe, kaldes Schwarzschild-horisonten.
Faktisk kan sorte huller spores helt tilbage til 1783, hvor den engelske naturfi-
losof John Michell i en artikel beskrev sorte huller (eller “mgrke stjerner” som
han kaldte dem), hvorfra lyset ikke kan undslippe [13]. Dette blev udregnet
pa baggrund af Newtonsk fysik, hvor han antog, at lys bestar af smé partik-
ler, der, nar de udsendes fra en stjerne, vil blive bremset grundet stjernens
tyngdepavirkning pa partiklerne. Hvis stjernens tyngdepavirkning er sa steerk,
at den overskrider undvigelseshastigheden for lys, vil lyset dermed ikke kunne
undslippe, og stjernen vil ikke kunne ses. Michell tog det et skridt videre og
forklarede, at selvom man ikke ville kunne se “mgrke stjerner”, vil man allige-
vel kunne detektere dem indirekte, ved at undersgge maden hvorpa de “mgrke
stjerner” gravitationelt pavirker omkringliggende stjerner. Hvis man f.eks. ob-
serverer et stjernesystem, der rent gravitationelt opfgrer sig som to stjerner,
men hvor kun én stjerne kan detekteres, ville det vaere indirekte evidens for en
“mgrk stjerne”. Faktisk er det med lignende metoder, at man nu om dage har
observeret, at der i midten af vores Melkevej sandsynligvis findes et sort hul,
nemlig ved at kigge pa de omkringliggende stjernes baner omkring centrum, se
f.eks. kapitel 13.2 i [8].

Kimen til forstaelsen af sorte huller med udgangspunkt i Einsteins generelle
relativitetsteori blev lagt i 1916, da den tyske fysiker Karl Schwarzschild udgav
en artikel, hvor han lgste Einsteins feltligninger eksakt for tyngdefeltet udenfor
en ikke-roterende, ikke-ladet sfeerisk symmetrisk massefordeling [20]. Dengang
var et sort hul dog kun en matematisk detalje, en sdkaldt singularitet i lgsnin-
gen, hvor den ikke var veldefineret. Fortolkning af et sort hul, som et omrade
af rumtiden hvorfra intet kan undslippe, blev fgrste gang givet en del ar senere
af David Finkelstein i 1958 [6].

I populeervidenskabelige sammenhaenge har sorte huller altid haft stor inter-
esse, grundet begivenhedshorisontens seelsomme karakter og andre relativistiske
effekter ved sorte huller sasom tidsrejser og ormehuller. Iseer i Science Fiction
film optraeder sorte huller tit, f.eks. i filmen Interstellar fra 2014, hvor en grup-
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pe astronomer rejser igennem et sdkaldt ormehul fra et supermassivt roterende
sort hul for at finde et nyt hjem for menneskeheden. Sorte huller har i hgj grad
ogsé fundet vej til vores sprog, hvor udtrykket “at veere havnet i et sort hul”
betyder, inspireret af den fysiske fortolkning, at veere havnet i en tilstand, som
det er sveert at komme ud af.

Siden 1960’erne er der udgivet en lang rackke bgger om sorte huller, bade i
populeervidenskabelige sammenhaenge og leerebgger pa universitetsniveau. Den
akademiske litteratur om generel relativitetsteori og sorte huller er for det me-
ste mere eller mindre opbygget pa samme made: Efter en indledning om den
specielle relativitetsteori introduceres de ngdvendige matematiske koncepter og
redskaber for at beskrive en krum rumtid, altsd den generelle relativitetsteo-
ri. Derefter udledes Einsteins feltligninger, der matematisk i form af tensorer
beskriver, hvordan energi og masse far rumtiden til at krumme. Derefter 1g-
ses ligningerne i de fa tilfeelde, hvor der kan findes eksakte lgsninger f.eks.
vakuumlgsninger, der beskriver tyngdefeltet udenfor en massefordeling, hvoraf
Schwarzschild-lgsningen, grundet sine symmetrier, er den mest simple. Selve
tilgangen til matematikken varier en del fra bog til bog. F.eks. har bgger som
[3, 22, 8] en meget geometrisk tilgang i form af differentiel geometri, hvorimod
bpger som [12, 28] har en mere direkte ikke-geometrisk tilgang. P4 et lidt mere
tilgeengeligt niveau kan f.eks. nsevnes James Hartles bog [8], der ogsd har en
geometrisk tilgang til den generelle relativitetsteori, men benytter sig af “expl-
ore first, derive later” tilgangen (opdag ferst, udled senere). Her udleder han
ikke feltligningerne til at starte med, men postulerer relevante lgsninger, f.eks.
Schwarzschild-lgsningen, og fokuserer pa den fysiske fortolkning af disse.

I dette speciale vil vi ikke fglge den traditionelle vej til forstaelsen af sorte
huller, men i stedet lette forstaelsen ved at arbejde med analogier mellem den
specielle relativitetsteori og den generelle relativitetsteori og forbinde dem vha.
akvivalensprincippet. Denne tilgang er i hgj grad inspireret af en foredragsraek-
ke p& Stanford-universitetet af Professor Leonard Susskind, under den overord-
nende titel “The Theoretical Minimum” (det teoretiske minimum), hvorunder
der kan findes forelaesninger om sorte huller. Ifglge Susskind selv er kurserne
rettet mod folk, der har et vist kendskab til algebra og calculus, men er mere
eller mindre nybegyndere mht. generel relativitetsteori. Denne undervisnings-
metode repraesenterer en pendant til de ovennaevnte tilgange til sorte huller og
generel relativitetsteori. Med denne tilgang er det forhabningen at opbygge fy-
sisk intuition ud fra noget, vi kender ganske godt, den specielle relativitetsteori,
og overfgre det til den generelle. Vi vil arbejde med at finde analogierne mellem
den specielle og generelle relativitetsteori, underbygge dem pé et matematisk
grundlag, og se hvor langt vi kan straekke analogierne mellem de to, men ogsé
i hgj grad veere opmaerksom pa, nar analogierne ikke holder.

Mere konkret vil vi kigge pa den rolle, acceleration spiller i den specielle rela-
tivitetsteori, og udlede den sakaldte egenacceleration, som er den acceleration,
en observatgr oplever i sit eget hvilesystem. Ved at kigge pa positionen som
funktion af tiden for en observatgr, der undergar konstant egenacceleration,
kan vi komme frem til den sakaldte hyperbolske bevagelse og faktisk indse, at
der ogsé i den specielle relativitetsteori opstar begivenhedshorisonter. Ved at
bruge sekvivalensprincippet, der siger, at acceleration af en referenceramme har
samme effekt som en tyngdefelt, der virker i modsatte retning, vil vi forklare,
hvordan begivenhedshorisonter opstar i den generelle relativitetsteori.

Karakteristisk for hyperbolsk bevaegelse er, at den kun deekker en del af



Minkowski-diagrammet, som ogsa kaldes Rindler-kilen. Den fgrste del af speci-
alet vil vi hellige os udledningen af de sakaldte Rindler-koordinater, der egner
sig til at beskrive accelererende partikler, dvs. partikler der undergar hyper-
bolsk bevaegelse. Rindler-koordinater og Rindler-kilen er opkaldt efter den ame-
rikanske fysiker Wolfgang Rindler, der udbredte kendskabet til koordinaterne
igennem en rackke bgger om speciel og generel relativitetsteori fra 1960’erne
og fremefter, se f.eks. [18]. Selvom koordinaterne og kilen baerer Rindlers navn,
var han dog langt fra den fgrste til at beskrive hyperbolsk bevagelse. Allerede
i 1914 udgav Max Born en artikel [2], hvor han bruger hyperbolsk bevaegelse
til at beskrive, hvad der i speciel relativitetsteori svarer til et stift legeme fra
klassisk fysik og accelerationen af et stift legeme, ogsa kaldet Born-stivhed. I
1935 udgav Einstein og Rosen en artikel [5], der (dog kun i en fodnote) deci-
deret opskriver Rindler-koordinaterne og naevner, at de kun deekker en del af
Minkowski-rummet.

I anden del af specialet, den kvantemekaniske del, vil vi bruge vores viden
om Rindler-koordinater og kvantemekanik til at lette forstaelse af den sakaldte
Hawking-straling, der er en kvantemekanisk effekt ved sorte huller, der postule-
rer, at sorte huller faktisk udsender Planck-straling i omegnen af begivenheds-
horisonten. Dette vil vi ggre ved forst at udlede den sakaldte Unruh-straling, der
postulerer, at accelererende partikler vil observere Planck-straling, hvorimod
en inertiel observatgr ikke observerer noget. Igen bruges ackvivalensprincippet
til at bygge bro mellem de to typer straling.

Lad mig knytte en kommentar til det faglige niveau igennem specialet. Som
det allerede fremgér af ovenstaende oversigt, er det faglige niveau beregnet til
universitetsstuderende, der som minimum har et vist kendskab til den speci-
elle relativitetsteori, analytisk mekanik og kvantemekanik. I kapitel 4 vil jeg
dog vise, hvordan man kan tilpasse hyperbolsk bevaegelse og begivenhedshori-
sonter i den specielle relativitetsteori, saledes at det egner sig til gymnasialt
A-niveau i fysik og matematik, der f.eks. kunne arbejdes med i forbindelse med
studieretningsprojektet SRP i 3.g.

En del personer har bidraget til dette speciale, og jeg vil iseer fremhaeve min
vejleder Ulrik. Fgrst og fremmest vil jeg takke Ulrik for at imgdekomme mit
gnske om at lave et speciale, der har et formidlingsmaessigt aspekt. Derudover
vil jeg takke ham for at introducere mig for en masse spsendende emner in-
denfor relativitetsteorien, isser Rindler-kilen, og udover det give mig frie tgjler
til at folge min faglige interesse og dreje specialet i retning mod tyngdekraf-
ten og sorte huller. Til sidst vil jeg takke ham for interessante videnskabelige
diskussioner og for altid at have tid til at mgdes med mig og give mit arbejde
konstruktiv kritik. Lad mig ogsa takke Lars Madsen (ogsa kendt som Daleif),
der igennem hele speicaleforlgbet (og faktisk igennem hele min studietid!) har
vaeret umadelig flink og talmodig til hjeelpe mig med KTEX.

Til sidst vil jeg ogsa takke min sgster Karen og min ven Sissel for at ha-
ve leest store dele af specialet igennem og bidraget med korrekturleesning og
nyttige input.
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Fundamentet






Kapitel 2

Acceleration i den specielle
relativitetsteori

Vores mél i det fglgende er at udlede den sakaldte egenacceleration, som er den
acceleration, en partikel oplever i sit hvilesystem. Vi starter med at kigge helt
generelt pa fire-vektorer og rumtidsintervaller, for derefter at arbejde os frem
mod fire-positionen, fire-hastigheden, fire-accelerationen og herunder definere
egenaccelerationen.

Man kunne fristes til at spgrge, hvorvidt acceleration overhovedet er fore-
nelig med den specielle relativitetsteori. Nar vi snakker om acceleration i for-
bindelse med relativitetsteori, er det ofte for at forklare overgangen fra den
specielle til den generelle relativitetsteori. Her ligestiller sekvivalensprincippet
et accelererende referencesystem i en bestemt retning med et tyngdefelt, der
virker i modsat retning, fordi acceleration og et tyngdefelt har samme effekt pé
objekter. Ligeledes har vi i den specielle relativitetsteori at ggre med inertielle
referencesystemer (dvs. referencesystemer som ikke accelererer), s& der er ikke
noget, der tyder pa, at acceleration kan behandles indenfor disse rammer.

Men den specielle relativitetsteori kan faktisk godt h&ndtere accelererende
partikler, sdleenge referencesystemerne, hvori partiklerne bevaeger sig, forbliver
inertielle. For at tydeligggre dette kan vi forestille os en partikel, der bevaeger sig
med konstant hastighed. Partiklens hvilesystem er saledes det referencesystem,
der beveeger sig med partiklen, og derfor referencesystemet hvori partiklen er i
hvile, dvs. hvori dens hastighed er lig nul. Hvis partiklen derimod accelererer,
vil det omtalte hvilesystem kun instantant veere et hvilesystem. Vi kan forestille
os en sekvens af inertielle referencesystemer, der hver har en bestemt konstant
hastighed, der bliver stgrre fra system til system. Nar partiklen accelererer
gennem rummet, vil de forskellige inertielle referencesystemer skiftes til at veere
partiklens hvilesystem i og med, at dens hastighed &endres over tid. Vi kan
dermed betragte den accelererende partikels hvilesystem som en kontinuert
sekvens af forskellige inertielle hvilesystemer med forskellige hastigheder, der
hver iseer kun momentant er partiklens hvilesystem.

2.1 Fire-vektorer og rumtidsintervallet

Lorentz-transformationen er en transformation til et inertielt referencesystem
med koordinaterne (2,4, 2’,t'), med en hastighed v langs x-aksen, relativt til

7
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et inertielt referencesystem med koordinaterne (z,y, z,t). Denne transforma-
tion er givet ved

t' =~ (t—vz/c?)

/
= — ot
a:/ ~v(x — vt) 2.1)
Yy =y
2 =z,
hvor 7 er den velkendte gamma-faktor
- —— (22)
v V1= .
Dette kan skrives pa matrixform som
ct ¥y =%y 0 0 ct
a’ -2y v 00 x
— c
2! 0 0 01 z

hvilket inspirer os til at definere en fire-vektor for positionen med indgangene
ot = (29, 2%) = (ct, ¥). Tidsdelen betegnes altsa 2°, og rumdelene betegnes .
Hvis matricen i (2.3) skrives A#, hvor u betegner s@jler, og v betegner reekker,
kan Lorentz-transformationen skrives pa den kompakte form

3
at =" A" (2.4)
v=0

I det fglgende vil summering veere underforstaet, nar et greesk indeks gentages
i et produkt, sledes at transformationen blot skrives z'* = A4z”.

Vores mal er som sagt at udlede egenaccelerationen, som er den accelera-
tion en partikel oplever i sit hvilesystem. Denne stgrrelse er invariant under en
Lorentz-transformation, dvs. den har samme vzerdi i alle inertielle referencesy-
stemer. Et kendt eksempel pa noget, der er invariant, er rumtidsintervallet, som
er givet ved skalarproduktet af fire-positionen med sig selv. Den differentielle
udgave af rumtidsintervallet, som vi betegner ds?, er givet ved

ds? = ndatde” = datdx, = dt* — di?, (2.5)

hvor 7, er Minkowski-metrikken givet ved

1 0 0 0
0 -1 0 0

=10 0 -1 0 (2:6)
0 0 0 -1

Vi bruger Minkowski-metrikken til at haeve og ssenke graeske indekser x# =
n*x, og x, = nux”. Vi kan anskue metrikken som en méde at sikre det
rigtige fortegn pa rumtidsintervallet. At rumtidsintervallet er invariant, altsa at
a'tr), = xtx, ses nemt ved at benytte Lorentz-transformationen. Det geelder
helt generelt, at skalarproduktet af to fire-vektorer er Lorentz-invariant dvs.
A'MB, = A'B,,, hvor A" og B, er vilkarlige fire-vektorer.
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Lad os vende tilbage til rumtidsintervallet. Vi kan inddele rumtidsintervallet
i tre kategorier alt aftheengig af fortegnet

ds®> >0
ds® =0 (2.7)
ds? < 0.

Vi er interesserede i sakaldte tidslige intervaller, som rent matematisk er defi-
neret som rumtidsintervaller hvor ds? > 0. Dette medfgrer, at c2dt? > da?, der
kan fortolkes som at tidsdelen dominerer over rumdelen. Ud fra denne ulighed
kan vi direkte se, at et tidsligt interval udelukker dt = 0, alts& begivenheder,
der sker til samme tid. For tidslige intervaller er der alts& ingen referencesyste-
mer, hvori begivenhederne er simultane. Man kan til gengeeld vise, at der for
tidsligt separerede begivenheder eksisterer et referencesystem (som man kan
finde via en Lorentz-transformation), hvori begivenhederne sker samme sted.
Hvis begivenhederne sker samme sted er dZ = 0. Tiden malt i systemet hvor
dz = 0 kaldes egentiden og betegnes 7, og er altsa defineret som tidsintervallet
mellem to begivenheder (f.eks. udsendelse og modtagelse af en lyspuls pa et ly-
sur) méalt i det referencesystem, hvor de sker samme sted. Indseaetter vi dZ = 0
i(2.5), kan vi se, at et tidsligt ruminterval er givet ved

ds* = 2dr?. (2.8)

Et tidsligt rumtidsinterval er alts& defineret som lysets hastighed ganget med
egentiden. Intervallet betegnes tidsligt, fordi vi skal bruge et ur for at ma-
le separationen i rumtiden mellem tidsligt separerede begivenheder, som det
fremgar af ovenstaende formel. Et eksempel péa et sddant system er hvilesy-
stemet, der som sagt er et system, der bevaeger sig med partiklen, saledes at
partiklen i dette systemet er i hvile. Fordi hvilesystemet er et helt specifikt
inertielt system, er egentiden derfor en invariant: Tiden der gar pa et bestemt
ur er uafheengigt af, hvem der aflaeser det pageeldende ur [25]. Vi kan ogsé di-
rekte se fra (2.8), hvorfor egentiden er invariant: Den bestar af to stgrrelser, der
begge er invariante under en Lorentz-transformation, nemlig rumtidsintervallet
og lysets hastighed.

Fgr vi gar videre, sa lad os introducere rumtidsdiagrammet, ogsd kaldet
Minkowski-diagrammet. Som navnet antyder, er det et diagram, der afbilder
rumtiden. Specifikt bliver rum plottet langs 1. aksen og tid langs 2. aksen.
Hvis man bruger ct i stedet for tiden ¢ som tidsaksen, har begge akser enheden
leengde. En partikels bane pa Minkowski-diagrammet kaldes dens verdenslinje.
Hvis en partikel bevaeger sig med konstant hastighed v, er dens position som
funktion af tiden givet ved x = x¢ + vt = x¢ + Z(ct), der er en ret linje med
heeldningen ¢ i Minkowski-diagrammet. En massiv partikel kan ikke beveege sig
hurtigere end lysets hastighed ¢, s& derfor skal heeldningen pa dens verdenslinje
veere storre end 1. Sagt pa en anden made, sa skal vinklen mellem rumaksen og
verdenslinjen veere stgrre end 45°, og en verdenslinje med en vinkel pé praecis
45° beskriver en lyspuls. I tre dimensioner vil verdenslinjen for en lyspuls derfor
veaere givet ved en kegle, som det ses pa figur 2.1.

Grunden til, at vi fokuserer pa tidslige begivenheder, er, at massive partik-
ler (altsa partikler med en ikke-nul hvilemasse), og som derfor bevaeger sig med
en hastighed lavere end lyset, bevaeger sig langs tidslige kurver pa Minkowski-
diagrammet. Det betyder, at deres kurver pd Minkowski-diagrammet altid er
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indenfor lyskeglen, hvilket ogsa ses pa figur 2.1. Her ses det, at begivenhederne
A og B er tidsligt separerede. Fordi begivenheden B sker til et senere tidspunkt
end begivenheden A, ligger B derfor indenfor A’s fremtid. Generelt vil alle be-
givenheder indenfor den gverste del af lyskeglen (dvs. lyskeglen karakteriseret
ved positiv tid) ligge indenfor A’s fremtid. Omvendt vil alle begivenheder i
den nederste del af lyskeglen ligge i A’s fortid. Denne fortolkning af tidsligt
separerede begivenheder, samt fremtid og fortid skal blive ganske vigtig i vores
senere diskussion om sorte huller. Lad mig kort nsevne de to andre ruminter-

Figur 2.1: Begivenhederne A og B er tidsligt separerede, hvorimod begivenhe-
derne A og C er rumligt separerede. De to bla kegler repraesenterer lyskeglerne.

valler ds? < 0 og ds? = 0. Hvis ds? < 0, medfgrer det, at d? > c?dt?, saledes
at der ikke kan defineres et system hvori dr = 0. Ovenstaende diskussion ma
betyde, at vi derfor ikke kan definere en egentid. Det geelder til gengeeld, at
der findes et referencesystem hvori dt = 0, altsa hvor begivenhederne sker si-
multant, hvormed ds?> = —d2?. Rumtidsintervallet ds bliver altsd imaginsert,
og begivenheder vil ligge udenfor hinandens lyskegler, hvilket betyder, at der
skal et overlyssignal til for at forbinde dem. Sadanne intervaller kaldes rum-
ligt separerede begivenheder, fordi rumtidsintervallet skal males f.eks. med en
meterstok. Kigger vi igen pa figur 2.1 ses, at A og C er rumligt separerede.
Til sidst kan naevnes det lyslige interval ds? = 0, der, som navnet antyder, er
karakteristisk for lyskeglerne pa Minkowski-diagrammet. Begivenheder, der er
lysligt separerede, vil altsé begge ligge pa lyskeglen pa Minkowki-diagrammet,
og er derfor forbundet af lyset.

Vender vi tilbage til tidsligt separerede begivenheder, ved vi fra (2.8), at
egentiden kan udtrykkes vha. ds? = c2dr2. Fordi ds?® er den samme i alle
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systemer, ogsa i hvilesystemet, kan vi indsaette (2.8) i (2.5)

dr? = c% (cht2 — di"Q)

1
— a2 (11— )
dt ( Cthzda: )
ey 1 (d7 2 (2.9)
o c2 \ dt
2
9 v

Den totale egentid 7 er givet ved integralet langs verdenslinjen

dt
S

T =

(2.10)

For tidsintervaller, hvor hastigheder approksimativt er konstante, kan vi skrive

egentiden som
dr = dt\/1 — 02 /c2. (2.11)

Skriver vi dette pa ikke-differentiel form, fas den velkendte formel for tidsfor-
leengelse, At = vAr, der betyder, at tidsintervallet mellem to begivenheder
altid er kortest i det system, hvori de sker samme sted (dvs. i hvilesystemet).
Hvis tidsintervallet mellem to begivenheder (f.eks. udsendelse og modtagelse
af en lyspuls pé et lysur) er kortest, vil uret i dette system ga hurtigst. I alle
andre referencesystemer, der bevaeger sig relativt til dette, vil tidsintervallet
vaere laengere med gammafaktoren, dvs. uret gar langsommere.

2.2 Fire-hastighed

Lad os nu rette blikket mod fire-hastighed og fire-acceleration i relativitetsteori.
I Newtonsk fysik udregnes hastigheden og accelerationen ved hhv. at tage den
fgrste- og andenafledte af positionen mht. tiden. I den specielle relativitetsteori
defineres fire-hastigheden og fire-accelerationen derimod ved at tage hhv. den
forste- og andenafledte af fire-positionen mht. egentiden. Argumentet for at
bruge egentiden 7 og ikke koordinattiden ¢ er, at fgrstnaevnte som bekendt er
invariant. Koordinattiden afhesenger til gengaeld af en bestemt referenceramme,
som det ses ud fra dt = ydr. Vi opskriver nu fire-hastigheden vha. egentiden

som
dx#

W= — 2.12
o= — (2.12)
Lad os starte med at udregne tids-komponenten af fire-hastigheden
dz®  dz® dt
WO = e, (2.13)

T dr  dt dr
hvor vi har brugt keedereglen og (2.11). Samme metode bruges til at udregne
rum-komponenten v’

i 4T _drdt
T T dtar T
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Vi kan altsa opskrive fire-hastigheden som
vt = 5(c, U). (2.14)

Ligesom skalarproduktet af fire-positionen med sig selv, dvs. rumtidsintervallet,
er invariant, er skalarproduktet af fire-hastigheden med sig selv invariant

v, =3 — %) (2.15)
= 72?72 (2.16)
=c (2.17)

Vi kunne ogsa have opnaet dette resultat pa en nemmere méde: Det smarte
ved relativistiske invarianter er nemlig, at de kan evalueres i alle inertielle refe-
rencesystemer. Et oplagt system at veelge er hvilesystemet, hvori partiklen er i
hvile, dvs. ¢ = 0. I hvilesystemet er fire-hastigheden altsa givet ved v* = (¢, 6)
(fordi v = 1 nar ¥ = 0) og skalarproduktet af fire-hastigheden bliver v*v,, = ¢?,
hvilket er samme resultat som (2.17). Denne indsigt hjaelper os dog ikke synder-
ligt hvad angéar fire-hastigheden, fordi det i forvejen ikke var sveert at udregne
(2.17). Hvad angar fire-accelerationen er det imidlertid en anden sag, som vi
nu skal se.

2.3 Fire-acceleration

Selvom vi ikke har udregnet fire-accelerationen endnu, kan vi allerede sige
noget om forholdet mellem fire-hastigheden og fire-accelerationen, nemlig at
vta, = 0, hvilket betyder, at fire-hastigheden og fire-accelerationen er ortogo-
nale. For at vise dette vil vi udnytte, at v*a, kan skrives som den afledte af
vHv, mht. egentiden

d d [ d

E(’U”UH) = <d7_v“> vy, + vt (drv”) (2.18)
= alv, +v'ay, (2.19)
= vta, (2.20)
= 0. (2.21)

Det sidste lighedstegn geelder fordi v*v,, = ¢?, hvilket medforer, at %(v“vu) =
0. Altsa har vi vist, at
vta, =0. (2.22)

Lad os nu udregne fire-acceleration, der som naevnt er givet ved den andenaf-
ledte af fire-positionen mht. egentiden

_ Pzt dot

no_ = 2.2
@ dr2 dr (2.23)

Vi starter igen med fgrst at udregne tids-komponenten

d® dy 4
0 _ _ _ - =
a = e c—dT =3 v-d, (2.24)
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hvor vi har brugt (2.13) og

dy _dydv _ 50 dv
dr  dvdr | 2dr
L udvdt At

LIS _T 5.3 2.26
c? dt dr 02U @ ( )

(2.25)

Rum-komponenten af fire-acceleration er givet ved

o dvt d dy dv
== —(y0) = —T+y— 2.2
“ dr dr (v9) dTU + fydT (2.27)
dy_,  dvdt
“w T @ (2:28)
74
= 6—2(17- a)v +~%a. (2.29)

Forener vi rum- og tidskomponenterne, fas altsa, at fire-acceleration er givet
ved

!

4 4
at = (Zzﬁ-a,zz(a. )7 + 7%7). (2.30)

Egenacceleration

Vi er interesserede i at finde egenaccelerationen, altsa den acceleration en par-
tikel oplever i sit hvilesystem. Egenaccelerationen kan udregnes vha. skalar-
produktet af fire-accelerationen med sig selv, som vi nu skal se. Lad os starte
med at udregne a* i partiklens hvilesystem, altsa nar v = 0. Eftersom det kun
er det sidste led i rum-komponenten af a* der overlever, og fordi v = 1 nar
U =0, fas

a* = (0,d). (2.31)

Vi kan hermed se, at fire-acceleration er nul, hvis og kun hvis @ = 0 i hvilesyste-
met. Vi ved ogsd, at fire-hastigheden i hvilesystemet er givet ved v = (e, 6), og
produktet af disse to giver tydeligvis nul. Hvis dette geelder i hvilesystemet, mé
det ogséa gelde i alle andre inertielle referencesystemer, fordi skalarproduktet
er invariant, hvormed vi har bevist (2.22), denne gang med et konkret udtryk
for fire-accelerationen. S& langt s& godt. Nu kan vi nemt, vha. (2.31), udregne
skalarproduktet af fire-accelerationen med sig selv i hvilesystemet

ata, = —a* = —a?, (2.32)
hvor « betegner leengden af accelerationsvektoren i hvilesystemet, den sakaldte
egenacceleration, som altsa er givet ved

a=./—ata,. (2.33)

Bemeerk at minustegnet ikke har nogen fysisk betydning, men kommer ude-
lukkende pga. den specifikke form af Minokwski-metrikken vi bruger, som det
fremgér af (2.6). Havde den i stedet haft formen n,, = diag(—1,1,1,1), ville
der ikke veere et minus i (2.32) og (2.33).

Vi har nu udregnet skalarproduktet af fire-accelerationen med sig selv i
hvilesystemet, og grundet invariansen er den givet ved o = /—aFa,, i alle iner-
tielle referencesystemer. For at finde den eksplicitte form af egenaccelerationen
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indseetter vi bare fire-accelerationen (2.30) i a*a,,

8 3 ~6
ata, = 0—2(17 a)? — 6—4(17~ a)?v? —yta® — 20—2(_'~ a)? (2.34)
6 2,2
- 2 yv
=—*a® - (7- a)26—2 -+ 2 + 2) (2.35)
=—y'a® — (¥~ 5)27—6 (2.36)
2 .
Hvis accelerationen og hastigheden er parallelle fas
6,22
vovta
a'a, = —v*a® — 2 (2.37)
2
= —~8¢? (7_2 + ”) (2.38)
2
u?  u?
= —%a% (2.40)

Indsaetter vi (2.40) i (2.33), har vi, at det eksplicitte udtryk for egenaccelera-
tionen er givet ved
a=7v%a. (2.41)

Ligningen fortecller os altsa, at der er et forhold mellem egenaccelerationen «

og den “almindelige” koordinatacceleration a. Vi kan forsta lidt mere om ege-
naccelerationen ved at omskrive (2.41) til o = %, hvilket nemt indses ved at
indsasette gammafaktoren og bruge produktreglen. Vi ved fra fire-hastigheden,
v = (¢, V), at vU er den rumlige del af fire-hastigheden, saledes at vi kan
skrive egenaccelerationen som

d dzx

(2.42)

Det betyder, at egenaccelerationen, pa en lidt abstrakt made, er en blanding
af egentiden 7 og koordinattiden t¢.



Kapitel 3

Rindler-koordinater

3.1 Udledning af koordinaterne

Malet er at beskrive partikler, der undergar konstant egenacceleration. Vi tager
udgangspunkt i den udledte egenacceleration, og vil herfra finde et udtryk for
partiklens position som funktion af tiden. Egenaccelerationen er givet ved

a=~’a, (3.1)
som vi ogsa kan skrive pa formen
dv
3
="—. 3.2
a=7— (3.2)

For at finde hastigheden, laver vi en integration

t v
/adt:/ y3dv, (3.3)
0 0

hvor vi har ladet partiklen starte i hvile, dvs. v = 0 til ¢ = 0. Fordi egenacce-
lerationen « er konstant, kan vi tage denne udenfor integralet og far

at— e (3.4)

1=/’
der, ved at isolere hastigheden, giver os

o(t) = ——21 (3.5)

1+ (2)°
Integreres igen fas positionen som funktion af koordinattiden ¢
t
z(t) = / v(t)dt, (3.6)
0

der giver

x(t):g 1+(°‘t>2—1 . (3.7)
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Vi kan altsa se, at partiklens position som funktion af koordinattiden er givet
ved en hyperbel, hvilket er grunden til, at man i den specielle relativitetsteori
typisk kalder beveegelse under uniform acceleration for hyperbolsk beveegelse.
Vi kan tydeligggre hyperblen ved at lave et simpelt skift af variable til £ =
ar/c? og t = at/c. Nu kan positionen skrives

)

ot

1 2 3 4 5 T
Figur 3.1: Verdenslinje for en partikel, der undergar uniform acceleration samt
et lyssignal (stiplet linje). Partiklen far et tidsmeessigt forspring.

F=V14+182 -1, (3.8)

som kan omrokeres til 3
(T+1)—t2=1, (3.9)

hvilket er hyperblens ligning. Denne specifikke hyperbel har centrum i (—1,0)
og skaerer akserne i origo, som er plottet pa figur 3.1. Lad os kigge pa asymp-
toten for denne hyperbel, da den har en meget interessant fysisk fortolkning.
Asymptoten kan findes ved f.eks. at saette hgjresiden af (3.9) lig nul. Alterna-
tivt kan vi isolere 7 i (3.9), der giver £ = /(% + 1)2 — 1 som vi for & — oo kan
reckkeudvikle til £ ~ & + 1, der repraesenterer en ret linje, der skaerer aksen i
t = 1. Indszetter vi definitionerne for # og ¢ fas ct = x + ¢?/a. Denne ligning
repraesenterer altsd asymptoten, men det er ogsd ligningen for et lyssignal, der
skeerer Minkowski-diagrammets tidsakse (ct-aksen) i ¢?/a. Der er altsa tale om
et lyssignal, der bliver udsendt til tidspunktet tg = ¢/« senere end partiklen,
som Vi jo har kreevet starter til ¢t = 0. Hvis lyssignalet udsendes tidligere, f.eks.
to/2, vil lysets linje og hyperblen skeere hinanden, eller sagt pa en mere fysisk
made, sa vil lyset indhente partiklen.

Det, vi altsa kan konkludere, er, at hvis lyset udsendes tidligere end tg, vil
lyset indhente partiklen, men hvis den udsendes senere end %, vil partiklen i
mellemtiden have opnaet en tilstraekkelig acceleration til ikke at blive indhen-
tet. Tiden ty markerer altsd den tid, som den accelererende observatgr som
minimum skal have veeret undervejs, hvis han skal undslippe lyset. Har han
vaeret undervejs i t < tg, vil lyset indhente ham. Hvis lyset ikke han indhente
ham, er det derfor ikke muligt at etablere en tovejskommunikation mellem en
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observatgr, der udsender lyset, og den accelererende observatgr. Dette er et ek-
sempel pa en begivenhedshorisont, som vi kan beskrive som en afgreensning af
rumtiden, hinsides hvilken begivenheder umuligt kan pavirke den accelererende
observatgr. Denne begivenhedshorisont er altsa karakteriseret ved tiden

c

to = —. 3.1
0= (3.10)

Vi teenker oftest pa begivenhedshorisonter i den generelle relativitetsteori, spe-
cifikt i forbindelse med sorte huller (som vi senere skal se), hvor lyset der
udsendes indenfor det sorte huls begivenhedshorisont ikke kan na frem til en
observatgr udenfor det sorte hul. Men nu har vi vist, at begivenhedshorisonter
ogsa opstar i den specielle relativitetsteori, nar vi betrager observatgrer, der
undergar konstant egenacceleration.

t

ot

1 2 3 4 5

Figur 3.2: Verdenslinje for en partikel, der undergar uniform acceleration samt
et lyssignal (stiplet linje). Partiklen far et positionsmaessigt forspring.

I stedet for at lade lyset udsendes til et senere tidspunkt end partiklen,
og pa den made lade partiklen fa et tidsmaessigt forspring, kan vi tilsvarende
lade partiklen og lyset blive udsendt til samme tid, men til gengeeld lade par-
tiklen starte leengere fremme, s& den far et positionsmaessigt forspring. Dette
scenarie ses pa figur 3.2. Fysikken er helt den samme, men fordelen er nu, at
hyperblen har centrum i origo, og er dermed symmetrisk omkring tidsaksen,
samt at asymptoten nu blot er givet ved ¢t = x. Vi kan nu definere begiven-
hedshorisonten, som den minimumsafstand, der skal veere mellem lyset og den
accelererende observatgr, hvis han skal kunne undslippe lyset. Afstanden er

givet ved
2

Ry = ety = % (3.11)

Er afstanden mindre end Ry, vil lyset indhente den accelererende observatgr.
Med det omtalte valg af startbetingelse far vi et simplere udtryk for partiklens
position som funktion af tiden

2(t) = %f 1+ <O‘t>2 (3.12)
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Vi kan forsvare dette rent matematisk ved at huske, at da vi udregnede (3.7),
gjorde vi det ved at integrere hastigheden, og her har vi en frihed mht. valg
af integrationskonstant. Den fysiske fortolkning af denne konstant er, at den
repraesenterer en startbetingelse. De to ligninger (3.7) og (3.12) repraesenterer
altsa den samme fysik, men med forskellige startbetingelser, som vi rent grafisk
kan se péa figur 3.1 og 3.2. Det vil her veere et godt tidspunkt at skifte til enheder

hvor ¢ = 1, hvormed (3.12) kan skrives
1

Lad os kigge pa den fysiske fortolkning af dette. Indseetter vi ¢ = 01 (3.13) fas

Gy

1 2 3 4 5 X

Figur 3.3: Hyperbolsk bevaegelse for fire forskellige vaerdier af egenacceleratio-
nen.

x = 1/a. Det betyder, at 1/« angiver afstanden ud til hyperblen pé z-aksen, og
eftersom denne er omvendt proportional med egenaccelerationen, ses altsa, at
jo leengere vi bevaeger os ud af z-aksen, desto lavere bliver egenaccelerationen.
Omvendt, jo lengere vi kommer ind mod origo, desto stgrre bliver egenacce-
lerationen, hvilket ses pa heeldningen af de forskellige hyperbler pa figur 3.3,
der bliver stgrre, jo leengere ind mod origo de befinder sig. Lad os ogsa neaev-
ne, at egenaccelerationen gar mod uendelig, nar hyperblens afstand til z-aksen
gar mod nul. Dette er blot den matematiske manifestation af, at den specielle
relativitetsteori ikke tillader, at partikler accelereres op til lyshastigheden. Der
eksisterer saledes en diskontinuitet mellem hyperblerne og lyskeglen. Dette er
et eksempel pé en singularitet, som vi vender tilbage til.

Det er her vigtigt at pointere, at egenaccelerationen langs hver hyperbel,
der jo repraesenterer en observatgr, er konstant lige meget, hvor pa en bestemt
hyperbel observatgren befinder sig, dvs. lige meget hvor lang tid accelerationen
har staet pa. Vi forbinder i hverdagen acceleration med noget fysisk, vi kan
meerke, f.eks. et sug i maven nér toget vi sidder i accelererer, og langs en
bestemt hyperbel foler observatgren altsa hele tiden samme sug. Det er kun
fra hyperbel til hyperbel, at egenaccelerationen sendres. Fordi stgrrelsen 1/«
varierer langs x-aksen, kan vi taenkte pa det som en positions-koordinat, som
vi vil tydeligggre i det folgende.
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Vi er dog ikke helt i mal endnu, for vi gnsker nu at udtrykke positionen og
koordinattiden som funktion af egentiden. Vi ved, at dt = yd7 og indssetter nu
(3.5) i gammafaktoren og efter lidt algebra fas

dt at\?
b e 14
dr +(c> ’ (3.14)

hvor vi har genindfgrt lysets hastighed i ligningerne. Vender vi brgken om og
integrerer fas

7(t) —/ —smh_ (at>,
/1 + at c
hvorfra vi kan isolere koordinattiden t
c aT
(r) = < sinn (21). 3.16
(1) - sin . ( )
Det sidste vi mangler er positionen som funktion af egentiden. Her indssetter
vi blot (3.16) i (3.12) og bruger cosh?®(x) — sinh®(x) = 1, hvormed vi far
2

z(r) = % cosh (CYCT) . (3.17)

(3.15)

Med (3.16) og (3.17) har vi transformeret de “almindelige” koordinater x og t,
altsa dem vi bruger i Minkowski-rummet, saledes at de kan bruges til at beskrive
partikler, der undergar uniform acceleration. Dette rum kaldes ogsa Rindler-
rummet, og partiklerne (eller observatgrerne) kaldes Rindler-observatgrer. Vi
har altsd fundet de ngdvendige ligninger til at lave en transformation fra
Minkowski-rummet til Rindler-rummet. Lad os nu definere de tilhgrende Rindler-
koordinater. For at lette notationen, vil vi igen skifte til ¢ = 1, og bibeholde
det i resten af kapitlet. Som sagt kan vi teenkte pa 1/« som en positionskoordi-
nat, hvorfor vi definerer positionskoordinaten i Rindler-rummet som X = 1/a.
Tidskoordinaten i Rindler-rummet definerer vi som 7" = a7, som vi senere skal

se hvorfor. Med disse to koordinater, kan (3.17) og (3.16) skrives
t = X sinh(T) (3.18)
x = X cosh(T). (3.19)
I vores tilfeelde skal vi altsa bruge (3.18) og (3.19) til at transformere mellem
Minkowski-koordinaterne (¢,z) og Rindler-koordinaterne (7, X). Ligesom vi

kan definere Rindler-koordinater, kan vi ogsa definere en Rindler-metrik. Husk
pa at Minkowski-metrikken er givet ved

ds* = dt* — da*. (3.20)
Indseettes séledes (3.18) og (3.19) fas
ds® = X2dT? — dX?, (3.21)

som repraesenterer metrikken for den flade rumtid, der egner sig til at beskrive
uniformt accelererende partikler. Vi kan ogsé definere den inverse transforma-
tion, altsa transformationen, der far os tilbage til Minkowski-rummet. Denne
er givet ved

— 22 (3.22)

(3.23)

H

H
7 N\
SR
\_/
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3.2 Rindler-kilen

Lad os kigge naermere pé koordinaten 7. Hvis (3.23) skrives som tanh(7") = ¢/,
ses det, at denne mé veere en ret linje i Minkowski-diagrammet for konstant
T. Med Rindler-koordinaten T associerer vil altsa rette linjer med en bestemt
heeldning, og med Rindler-koordinaten X associerer vi hyperbler, der reprze-
senterer en bestemt egenacceleration. Plotter vi et par af de rette linjer angivet
ved T sammen med hyperblerne, angivet med X, ser det ud som pa figur 3.4.
Denne figur kaldes ogsa Rindler-kilen, som vi vil forklare i det fglgende. Vi kan
hurtigt forsta den fysiske betydning af T'. Hvis vi kigger pa en bestemt Rindler-
observatgr, f.eks. en karakteriseret ved X = 0.8, kan vi se, at T repraesenterer
noget, der varierer i tidsretningen, altsa langs t-aksen i takt med, at observatg-
ren bevaeger sig langs hyperblen. Ligesom Rindler-koordinaten X repraesenter
position i Rindler-rummet, altsa noget der varierer i positions-retningen, re-
praesenterer Rindler-koordinaten T' derfor tiden i Rindler-rummet.

t e
e
7
&£,
Y
& 7
7
7
e
e
7
s / N
V ~ 7
s Y
e
7
7
e
7
e
7 “
7 0
o, _0
7, g
+
/ Ny ©
7 ~
v 7 = %
z - / S
/ ' = b
z v i ~
7 A y
. 25 Il
7 Y
7 A
7
7
/ T =0

Figur 3.4: Rindler-kilen. Rindler-koordinaterne X og T angiver henholdsvis
hyperblerne og de rette linjer.

Vi kan forsta lidt mere om 7', hvis vi kigger pa de punkter, hvor den skae-
rer de forskellige hyperbler. Hvis vi f.eks. kigger pa skeeringen af hyperblerne
med T = 0.5, kan man vise, at haldning af de forskellige hyperbler i dette
punkt, dvs. Rindler-observatgrernes hastighed, er den samme. Dette giver god
mening, for hvis f.eks. observatgrerne ved X = 0.4 og X = 0.6 til 7' = 0.5 skal
have samme haldning pa deres hyperbler, dvs. samme hastighed, skal obser-
vatgren ved X = 0.6 jo bruge leengere (egen)tid for at opné denne hastighed
ift. hans makker ved X = 0.4 , da han har en lavere egenacceleration end mak-
keren med X = 0.4 (husk pa at X = 1/«). Vi kan ydermere se dette ud fra,
hvordan T er defineret, nemlig som T = a7. Hvis T skal forblive konstant og
egenaccelerationen « falder fra observatgren med X = 0.4 til makkeren med
X = 0.6, ma egentiden 7 ngdvendigvis stige. Tiden T bliver altsa ngdt til at
veere repraesenteret ved en ret linje.
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Lad os ogsa naevne asymptoten i Rindler-kilen, der er givet ved X = 0 og
T = 0. Vi ved, at asymptoten beskriver lyset, og eftersom X = 1/« kan vi
betragte lyset som havende uendelig egenacceleration. Faktisk kan vi definere
en foton, eller generelt en masselgs partikel, som én hvor @ — oo. Det kan
ogsa forklares ud fra tids-koordinaten T, forstaet pa den méde, at en Rindler-
observatgr skal accelerere i uendelig lang tid for at opna lysets hastighed. Vi
vender tilbage til asymptoten senere i forbindelse med vores diskussion om
singulariteter.

Medtager vi ogsa negative veerdier for T, ser det ud som vist pa Figur 3.5.
Figurerne 3.4 og 3.5 er to eksempler pa Rindler-kilen. Vi kan se, at Rindler-
observatgrerne er indskeerpet i rummet mellem lyskeglerne, som i Rindler-
koordinater er givet ved X = 0 og T' = oo (den gvre) og X = 00g T = —c0
(den nedre) hvilket afspejler, at relativitetsteorien ikke tillader, at noget ac-
celereres op til lyshastigheden. Rindler-observatgrerne “kiler” sig derfor ind i
en del af Minkowski-rummet. Rindler-rummet er saledes bare et underrum af
Minkowski-rummet, og den ser ud som pa figur 3.4 og 3.5, fordi vi har skif-
tet koordinater for bedre at kunne beskrive partikler der undergar uniform
acceleration.

Figur 3.5: Rindler-kilen hvor vi ogsa har medtaget negative veerdier for 7'

Til sidst kan naevnes, at vi ogsa i princippet kan lave en spejling af Rindler-
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kilen langs t-aksen, hvilket er vist pa figur 3.6. Det er vigtigt at pointere, og
det skal fa stor betydning, nar vi senere diskuterer Unrug-effekten, at tiden her
er “omvendt”. Kigger vi pa de so asymptoter i den spejlvendte Rindler-kile, ses
at de gar fra T = o0 til T = —oc.

Figur 3.6: Rindler-kilen hvor vi afbilder kilen i hgjre side og kilen i venstre side.

3.2.1 Singulariteter

Hvad menes der egentlig med en singularitet? Rent matematisk kan vi definere
en singularitet som et bestemt punkt, hvor en funktion ikke er veldefineret.
Lad os f.eks. se pa funktionen f(x) =1/x. Nar z — 0 har vi at f(z) — oo, og
i dette punkt er funktionen altsa ikke veldefineret. Vi vil i det folgende skelne
mellem sakaldte koordinat-singulariteter og gravitationelle singulariteter, hvor
fgrstneevnte er en singularitet, der skyldes valg af koordinater, og sidstnaevnte
er et bestemt punkt i rumtiden, hvor et objekts tyngdefelt bliver uendelig.

For at fa en fornemmelse for singulariteter, sa lad os kigge pa poleere ko-
ordinater. Polsere koordinater er defineret ved den radiale koordinat r og den
anguleere koordinat 6, og er relateret til kartesiske koordinater (z,y) ved trans-
formationen

x =rcosb (3.24)
y = rsinf. (3.25)

Den radiale koordinat r maler den radiale afstand fra origo og 6 er vinklen
malt fra xz-aksen i positiv omlgbsretning, som vist pa figur 3.7. Et punkt i det
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poleere koordinatsystem er altsa givet ved de to koordinater (r,8). For en given
r kan 6 antage veerdierne [—27, 27| og udspeender dermed en cirkel.

Lad os finde metrikken for poleere koordinater. Vi behgves blot at tage
udgangspunkt i den rumlige del af Minkowski-metrikken (2.5) i to dimensioner

di? = —dz® — dy?, (3.26)

hvor vi benzevner den dI? og ikke ds?, for at markere, at det kun er den rumlige
dimension, vi har med at ggre. Indsaetter vi transformationerne (3.24) og (3.25),
og bruger den velkendte cos? z + sin?y = 1 fas

ds* = —dr? — r?d6>. (3.27)

Den inverse transformation, der bringer os tilbage til kartesiske koordinater er
givet ved

r=/z?+y> (3.28)

0 = tan"'(y/x). (3.29)

Vi kan nu se ligheden mellem transformationen fra kartesiske koordinater til po-
leere koordinater (3.24)-(3.25) og transformationen fra Minkowski-koordinater
til Rindler-koordinater (3.19)-(3.18) samt ligheden mellem de inverse transfor-
mationer (3.28)-(3.29) og (3.22)-(3.23).

Hvad sker der i origo i poleere koordinater? Her bliver metrikken udartet,
forstaet pa den made, at forskellige veerdier af 6 svarer til det samme punkt,
nemlig 7 = 0. Vi kan kalde dette en “mild” singularitet, da der ikke af nogle
af metrikkens komponenter, der gar mod uendelig. Anderledes ser det dog ud,
hvis vi laver den simple koordinattransformation r = d? /7, hvormed metrikken
bliver

a2,
di* = fj(dﬁ + 7#2d6?). (3.30)
Nu gar metrikken mod uendelig, nar 7 gar mod nul. I begge disse tilfeelde er
der tale om koordinatsingulariteter. Der sker ikke noget fysisk interessant ved
punkterne r = 0 og 7 = 0. Geometrien er stadig et fladt plan, og husk pa at
singulariteten ikke opstar i kartesiske koordinater. Den opstar fordi vi skifter

fra kartesiske til poleere koordinater.

b/

g uIs &

\9

rcosf X

Figur 3.7: Poleere koordinater.

Vender vi tilbage til vores hyperbolske bevaegelse, kan vi se, at der her op-
treeder en singularitet. Vi har naevnt, at jo kortere afstanden mellem origo og
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hyperblen, desto stgrre bliver egenaccelerationen. Rent matematisk geelder det
at hvis X — 0, s& har vi, at o — 00, og i dette tilfeelde gar hyperblen asympto-
tisk mod lyskeglen. Det er nu nemt at svare pa, hvilken slags singularitet vi har
med at ggre. Husk pa at vi har skiftet til koordinater, der egner sig til uniformt
accelererede partikler. Rindler-kilen er stadig en del af Minkowski-rummet, den
kiler sig ind i en del af diagrammet, og almindelige Minkowski-observatgrer har
ikke denne singularitet. Det er altsa en koordinatsingularitet.

3.3 Rindler-horisonten

Vi kan fa en endnu bedre forstaelse af begivenhedshorisonten, som vi vil kalde
Rindler-horisonten, og hvorfor der optraeder en koordinatsingularitet. Udover at
betragte en accelererende observatgr, vil vi ogsa betragte en, der til en bestemt
tid stopper med at accelerere. Hvordan skal verdenslinjen for den observatgr
afbildes i Rindler-kilen, sammenlignet med hyperblerne? Husk pé, at jo laeengere
ud af z-aksen vi kommer, desto lavere bliver egenaccelerationen, hvilket rent
grafisk betyder, at hyperblens haeldning bliver mindre. Greensetilfzeldet, hvor
en observatgrer bevasger sig med konstant hastighed, er derfor repraesenteret
ved en ret linje, der er tangent til det punkt pa hyperblen, hvor accelerationen
ophgrer. Denne rette linje er derfor karakteriseret ved X = oo, fordi X = 1/a.

Lad os fokusere pa en bestemt hyperbel karakteriseret ved X = 0.2. Lad
os forstille os, at denne hyperbel beskriver to identiske observatgrer, men hvor
den ene til tiden ¢ = T = 0 ophgrer med at accelerere. Vi kan f.eks. forestille
os en totrinsraket (med en observatgr i begge rakettens sektioner), hvor den
ene del frakobles til t =T = 0 og den anden del fortsat accelereres af motoren.
Verdenslinjen for den frakoblede observatgr vil altsa vaere tangent til hyperblen
X = 0.2 til tiden T' =t = 0, som det ses pa figur 3.8. Det fremgar altsa, at
den frigivne observatgr efter en endelig egentid vil passere den accelererende
observatgrs horisont og pa den made bevaege sig ud af Rindler-kilen.

Vi kan forsta konsekvensen af frakoblingen ved at kigge pa den kommunika-
tion, der kan forega mellem de to observatgrer. En méde de kan kommunikere
pa, er ved at kigge pa hinanden, dvs. ved at udsende og modtage lyssignaler,
ligeledes vist pa figur 3.8. De kan f.eks. aftale pa forhand, at de begge sender
et lyssignal hvert sekund for hele tiden at vide, hvor den anden befinder sig.

Vi betragter fgrst Rindler-observatgren udsende lyssignaler, der som be-
kendt skal have en heeldning pa 45° i et Minkowski-diagram. Grundet lysets
endelige udbredelseshastighed vil den frakoblede observatgr derfor modtage
lyssignalet til et senere tidspunkt. Selvom den frakoblede observatgr passe-
rer horisonten, vil han kunne blive ved med at modtage lyssignaler fra den
accelererende observatgr. Husk pa, at horisonten optraeder, fordi vi skifter ko-
ordinater for at beskrive observatgrer, der undergar uniform acceleration, dvs.
Rindler-observatgrer. Den frakoblede observatgr er jo netop ikke pévirket af
nogen acceleration, og passerer derfor uhindret igennem horisonten, og vil der-
for blive ved med at modtage lyssignaler fra Rindler-observatgren. Sagt péa en
anden méade, sa vil han blive ved med at kunne se en Rindler-observatgr, der
bevaeger sig hurtigere og hurtigere vaek fra ham. Her skal det naevnes, at selvom
der ikke sker noget specielt for den frakoblede observatgr ved passagen igennem
horisonten, sa vil han alligevel se lyset fra Rindler-observatgren blive mere og
mere rgdforskudt, grundet deres relative acceleration veaek fra hinanden. Der-
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Figur 3.8: Den frakoblede observater (den bl rette linje) modtager lys fra den
accelererende observatgr ved X = 0.2 (den sorte hyperbel). Der sker tydeligvis
ikke noget naevnevaerdigt ved horisonten.

udover vil tiden der gar, fgr den frakoblede observatgr modtager signalerne,
selviglgelig stige i takt med accelerationen, men passagen igennem horisonten
virker ikke anderledes for den frakoblede observatgr, i forhold til tiden fgr han
passerer den og efter han har passeret den.

For at etablere en tovejskommunikation skal den frakoblede observatgr lige-
ledes udsende lyssignaler. Men i modsztning til for sa er Rindler-observatgrens
modtagelse af lyssignalet nu betinget af, hvor den frakoblede befinder sig ift.
horisonten, eller sagt pad en anden made, hvor lang tid den frakoblede obser-
vatgr venter med at udsende lyssignalet. Dette kan ses pa figur 3.9. Fra vo-
res diskussion om Rindler-horisonten ved vi, at lyssignalet karakteriseret ved
X =0 og T = oo er horisonten for denne specifikke Rindler-observatgr, (dvs.
hyperblens asymptote) og markerer som naevnt den afgreensning i rumtiden,
hinsides hvilket begivenheder umuligt kan pavirke den accelererende observa-
tgr. Udsender den frakoblede observatgr et signal til et senere tidspunkt, ville
det kraeve overlyshastighed, dvs. en pa diagrammet mindre haeldning end 45°,
for at Rindler-observatgren skal kunne modtage den, hvilket ikke er muligt. Ho-
risonten markerer altsé en slags envejsdgr, hvor signaler udsendt fra den anden
side ikke vil n& frem. Dette star i skarp kontrast til det, som den frakoblede
observatgr ser.

Indtil den frakoblede observatgr passerer horisonten, vil de udsendte sig-
naler vare leengere og leengere tid om at na frem til Rindler-observatgren, og
han vil se den frakoblede observatgr bevaege sig stadig langsommere, fordi han
som bekendt accelererer veek fra den frakoblede. Derudover bliver vi ogsa ngdt
til at tage hdjde for rgdforskydning. Fordi de to observatgrer fjerner sig fra
hinanden med stgrre og stgrre hastighed, vil Rindler-observatgren se det mod-
tagne lys blive mere og mere rgdforskudt p& preecis samme méade, som den
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frakoblede observatgr gjorde. Men til forskel for det den frakoblede observatgr
ser, vil det sidste signal, som Rindler-observatgren modtager veere det, som den
frakoblede observatgr udsendte lige fgr horisonten. Det ma betyde, at Rindler-
observatgren vil se den frakoblede observatgr bruge uendelig lang tid pa at
passere horisonten. Konklusion: Den frakoblede observatgr passerer horisonten
uhindret i lgbet af en endelig egentid, men set fra den accelererende observatgr
vil dette vare en uendelighed!
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Figur 3.9: Den accelererende observatgr med X = 0.2 (den sorte hyperbel)
modtager lys fra den frakoblede observatgr (den bla rette linje). Hans mod-
tagelse er tydeligvis betinget af, hvor den frakoblede befinder sig i forhold til
horisonten.



Kapitel 4

Tilpasning til gymnasieniveau

4.1 Bevagelse under konstant kraft

Vi er allerede kommet en del udover gymnasieniveauet, ogsa det der kan for-
ventes pa A-niveau i forbindelse med den store skriftlige opgave, SRP. Heller
ikke resten af specialet er umiddelbart tilgeengeligt for en gymnasieelev, sa lad
0s, inden vi gar videre, bremse op og overveje en mulig indgangsvinkel til hy-
perbolsk bevaegelse og begivenhedshorisonter, som en gymnasieelev ville kunne
arbejde med. Jeg vil i det fglgende ga lidt mere i detalje med matematikken
end hidtil for at illustrere de mellemregninger og skridt, man som gymnasieelev
vil skulle gennemga for at vise forstaelse for stoffet.

I stedet for at bruge fire-vektorer og acceleration som tilgang, vil jeg i det
fglgende bruge noget, der er ganske velkendt fra gymnasiet, nemlig Newtons
anden lov. Strategien bliver at kigge pa en partikels position som funktion af
tiden, nar denne er udsat for en konstant kraft. Ved forst at behandle det ikke-
relativistiske tilfeelde er overgangen til det relativistiske forholdsvis ligetil. Det
eneste krav er kendskab til det relativistiske korrekte udtryk for bevaegelses-
meengden. Fplgende er tildels inspireret af kapitel 12.2.4 i [7].

4.1.1 Ikke-relativistisk

Newtons anden lov er givet ved

B _dv _d(mv) dp
F=ma=ma =—0"=a

(4.1)

hvor vi har udtrykt den vha. bevaegelsesmaengden p = muv og selvfglgelig anta-
get, at massen ikke sendres over tid. Hvad er positionen som funktion af tiden,
hvis en partikel pavirkes af en konstant kraft? Svaret findes ved at integrere
dp = Fdt. Antager vi, at partiklen starter i hvile, dvs. v = 0 til £t = 0, er ogsa
p =0 til ¢t = 0, fordi beveegelsesmeengden athsenger af hastigheden. Integralet

bliver dermed .
p
/ dp:F/ dt, (4.2)
0 0

hvor vi har taget kraften F' udenfor integralet, da den som sagt er konstant.
Lgsningen er givet ved
p=Ft=mv, (4.3)

27
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hvor hastigheden kan isoleres til

_Ft
==

v

(4.4)

For at finde positionen som funktion af tiden, integreres endnu en gang

w(t) = %/0 dt (4.5)

_ F¢?

== (4.6)

Positionen som funktion af tiden er altsd matematisk beskrevet ved en parabel.
Sa langt sa godt.

4.1.2 Relativistisk

En mulig fremgangsmade kunne sa veere at modificere Newtons anden lov, sale-
des at den bliver i overensstemmelse med den specielle relativitetsteori. For at
gore det skal vi bruge det relativistiske korrekte udtryk for bevaegelsesmaengden

mu
b= —F——

/1 — v2

c2

En betydelig del af elevens arbejde kunne dedikeres til at udlede dette udtryk,
hvor man f.eks. kunne tage udgangspunkt i kapitel 12 i [25]. En anden mulighed,
omend lidt mere abstrakt, er at definere den relativistiske bevaegelsesmaengde

i stil med kapitel 2 (dog uden brug af fire-vektorer) dvs. ud fra den afledte af
hastigheden mht. egentiden .

= ymuv (4.7)

dx dx dt
D de mdth muy (4.8)
hvor
dt 1

— = 4.9

dr /1 —v2/c? (4.9)
Denne mulighed hviler derfor pa viden om et ur i beveegelse, da (4.9) jo er
den differentielle udgave af At = vAr. Den relativistiske korrekte udgave af
Newtons anden lov bliver dermed

pod_mv (4.10)

dt /1 —v2/c2.

Nu kan vi formulere hyperbolsk beveegelse som bevaegelse under en konstant
kraft F', nar vi tager hgjde for relativitetsteorien. Fremgangsméaden er nu precis
den samme som fgr, omend den matematiske svaerhedsgrad stiger en smule. Vi
betragter igen en partikel med masse m, der bliver pavirket af en konstant kraft
F og finder sé& dens position som funktion af tiden. Vi lgser ligningen ved igen
at lave en integration af dp = Fdt

D t
/dp:/ Fdt, (4.11)
0 0
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hvor vi igen har taget kraften I’ udenfor integralet. Lgsningen er nu

p=Ft=——0n_ (4.12)

der er et lidt mere kompliceret udtryk end fgr. Isolerer vi v fas

v _Fmt (4.13)

V1+ (Ft/me)?

Her er det vigtigt at stoppe op og sammenligne med den ikke-relativistiske

hastighed (4.4). Vi kan se, at den ikke-relativistiske hastighed er at finde i

teelleren i (4.13), og at det relativistiske bidrag kommer fra neevneren. Vi kan

anskue naevneren som en sikring af, at hastigheden v af vores partikel aldrig

overskrider lysets (hvilket den ikke ma i den specielle relativitetsteori), som

eleven kan lave et grafisk bevis af ved at plotte (4.4) og (4.13) i samme graf.
For at finde positionen som funktion af tiden integrerer vi igen

F [t t ,
x(t)Z%/o mdt. (4.14)

Dette integral er lidt vanskeligere at lgse end det tilsvarende integral i det ikke-
relativistiske tilfselde, men dog ikke sveerere end eleven kan overkomme. F.eks.
kan vi bruge integration ved substitutionen u = Ft/mc

m02 u

— | —du,
F | Vita

og enten bruge partiel integration eller sla op i en integraltabel

=Vu2 +1, (4.16)

x(t) = (4.15)

/Ldu
vu?+1

og far dermed

F [f t/ /
x(t) = E/o mdt (4.17)
= mT(:Q ( 1+ (Ft/mc)? — 1) . (4.18)

Positionen som funktion af tiden ses at veere givet ved en hyperbel i kontrast
til det ikke-relativistiske tilfeelde, som var en parabel. Eleven kan fa en for-
nemmelse af forskellen, ved at plotte de to funktioner (4.6) og (4.18) i samme
graf. Vi kan tydeligggre hyperblen ved at anskue substitutionen v som en slags
redefinering af tiden, som vi nu benzevner ¢ = Ft/mc og ligeledes redefinere
positionen til # = Fa/mc?. Nu kan vi omformulere ovenstiende til

(F+1)2-t2=1, (4.19)

hvilket er hyperblens ligning og beskriver en hyperbel med centrum i (-1,0)
preecis som i kapitel 2. Denne form for bevaegelse opstar f.eks., nar en ladet
partikel placeres i et uniformt elektrisk felt. Hvis F't/m < ¢, kan vi bruge
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tangentligningen pa kvadratroden, y/1 + (Ft/mc)? ~ 1+ Ft/mc?, hvilket giver
08

2

2(t) ~ % (1 + (Ft/me)?) — 1) (4.20)
= %Q (4.21)

Vi kan altsa se, at i lav-hastigheds-approksimation til det relativistiske udtryk
far vi den klassiske parabel, som man mé forvente af en korrekt teori.

Man kunne eksempelvis behandle dette i forbindelse med SRP i fysik, hvor
matematik kunne supplere med raekkeudviklinger, herunder tangentligningen
og hyperbolske funktioner.
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Gravitationelle aspekter
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Kapitel 5

Akvivalensprincippet

5.1 Det svage og det staerke aekvivalensprincip

Indtil nu har vi kun bevaeget os indenfor rammerne af den specielle relativitet-
steori. Formalet med diskussionen om Rindler-horisonten er, at vi vil kombinere
den med det sakaldte skvivalensprincip for at beskrive begivenhedshorisonten
for et sort hul, den sakaldte Schwarzschild-horisont. Et sort hul er et objekt,
hvor tyngdekraften er sa steerk, at end ikke lys kan undslippe. Indsigt i sor-
te huller opnés derfor med en teori for tyngdekraften, hvoraf den bedste teori
pa markedet er Einsteins generelle relativitetsteori. Forbindelsen mellem den
specielle og den generelle relativitetsteori opnas igennem det sakaldte sekviva-
lensprincip. Det er derfor ngglen til at forsta sorte huller, hvorfor vi vil foretage
en grundig gennemgang af princippet. Til forskel for mange aspekter af rela-
tivitetsteori er aekvivalensprincippet ikke baseret pa et matematisk stringent
grundlag, men derimod en subtil indsigt omkring forholdet mellem accelererede
referencesystemer og tyngdekraften.

Speciel relativitetsteori omhandler som bekendt inertielle referencesyste-
mer, dvs. referencesystemer der ikke accelererer. Grunden til, at vi har kunnet
arbejde med acceleration indenfor rammerne af den specielle relativitetsteori
er, at vi har analyseret accelererende partikler og defineret et instantant hvile-
system, som beskrevet i Kapitel 2. Vi sgger nu en mere generel teori, der ogsa
kan anvendes til accelererede (dvs. ikke-inertielle) referencesystemer. Denne
tankegang ledte Einstein i retningen af en teori for tyngdekraften. AEkviva-
lensprincippet ses i litteraturen i mange forskellige afskygninger og former, og
vi folger i dette kapitel i nogen grad [19, 3, 8]. Vi vil fokusere pa de vigtigste
aspekter, der forbereder os pa at kunne beskrive sorte huller.

Vi vil skelne mellem det sakaldte svage og det steerke sekvivalensprincip. Det
svage aekvivalensprincip siger, at et legemes gravitationelle og inertielle masse
er ens, hvilket medfgrer, at alle legemer i frit fald undergér samme acceleration
uafheengig af deres masse. Det kan tydeligggres ved at kigge pa de to forskellige
roller, som masse spiller i mekanik. Den masse, der indgar i Newtons anden lov
F = m;a, kaldes inertiel masse, og er et mal for legemets inerti, dvs. dets
modvilje til at eendre hastighed. Den inertielle masse har en meget universel
karakter, da kraften i Newtons anden lov kan have alle former (gravitationel,
elektromagnetisk osv.). Kigger vi derimod p& Newtons tyngdelov, spiller massen
en anden rolle. Loven beskriver som bekendt, at en punktmasse mg, der udgver
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en kraft fg pa punktmassen M, over en afstand r, er givet ved

mgM,
r2

F,=-@ ér, (5.1)

hvor €, er en enhedsvektor, der peger i retning mod massen M. For at ggre
formlen sammenlignelig med F= m;d, kan den skrives

F, = —m,V®, (5.2)

hvor ® = —GM,/r er tyngdepotentialet produceret af legemet med massen
M. Ud fra de to formler ser det ud som om, at mg er helt anderledes end m;,
da massen m, specifikt optreeder i forbindelse med tyngdekraften. Betragter
vi et legeme i frit fald, dvs. at kraften kun kan tilskrives tyngdekraften som
Jorden udgver, kan vi seette ﬁg = F i Newtons anden lov og far

= —(my/mr)V®. (5.3)

Det ses, at accelerationen forarsaget af tyngdekraften er den samme for alle le-
gemer under antagelse af, at forholdet mellem den gravitationelle og inertielle
masse er ens for alle legemer. Dette er igennem arhundreder blevet eksperimen-
telt eftervist med stadig stigende przecision. Det svage sckvivalensprincip siger
altsa, at alle legemer falder med samme acceleration i et tyngdefelt uathsengig
af deres masse, fordi den gravitationelle og inertielle masse er ens.

Lad os nu vende blikket mod det staerke skvivalensprincip. For at forklare
princippet vil vi lave et lille tankeeksperiment. Forestil dig, at du en nat bliver
bortfgrt af rumvaesener og vagner op naeste morgen i et rumskib uden vinduer.
Det er derfor ikke muligt for dig at se, hvor du befinder dig. I princippet kunne
det jo veere, at rumskibet endnu ikke var lettet og dermed stadig befandt sig
pé Jordens overflade. Du beslutter dig derfor for at afprgve, hvor du befinder
dig ved hjelp af det eneste, du har til radighed: Et zble. Du giver slip pa aeblet
og maler, at det falder til gulvet med tyngdeaccelerationen g = 9,82 m/s?, og
opforer sig altsa som det ville ggre, hvis du var pa Jordens overflade. Du ander
dermed lettet op og konkluderer, at rumskibet heldigvis stadig er parkeret pa
Jordens overfalde. Er lettelsen begrundet? Nej, for der er faktisk et helt andet
scenarie, der giver samme resultat. Forestil dig, at rumskibet i stedet befinder
sig i det ydre rum langt fra legemer, der kan give dig og @blet tyngde, og
accelererer uniformt med en acceleration @, vis numeriske vaerdi netop svarer
til tyngdeaccelerationen ved Jordens overflade, altsa 9,82 m/s?. Hvis denne
acceleration peger i den modsatte retning, end den som Jorden trak i aeblet,
a = —g, og &blet nu frigives, vil du opfatte situationen, som om ablet falder
pé gulvet med tyngdeaccelerationen, som vist pa figur 5.1. De to eksperimenter
giver samme resultat, og det er dermed ikke muligt at skelne mellem dem. Det,
vi altsd kan konkludere, er, at en acceleration af referencerammen i en bestemt
retning og et tyngdefelt, der virker i den modsatte retning, har samme effekt.
Med andre ord er de to scenarier sekvivalente. Det ses altsa, hvordan gnsket om
at behandle ikke-inertielle referencesystemer fgrer til en teori for tyngdekraften.

Der er dog en vigtig begraensning, der skal tages hgjde for. I den foregaende
diskussion var accelerationen uniform, hvilket medfgrer, at alle legemer foler
den samme acceleration alle steder. For at eksperimentet pa Jordoverfladen
skal give samme resultat, skal tyngdepavirkningen ligeledes veere uniform. Men



5.1. Det svage og det staerke sekvivalensprincip 35

Figur 5.1: Det stzerke sekvivalensprincip. Til venstre falder seblet mod gulvet
pga. Jordens tyngdefeltet. Til hgjre falder det mod gulvet, fordi Jordens tyng-
defelt er erstattet af en acceleration af rumskibet i modsatte retning. De to
scenarier er kvivalente.

der findes ingen uniforme tyngdefelter i naturen! Tyngdekraften péa et objekt
peger i retningen af det legeme, der genererer feltet (tyngdekraften pé aeblet
peger i retning af Jordens centrum) og denne kraft er forskellig alt atheengig
af, hvor langt veek fra centrum aeblet befinder sig. Vender vi tilbage til rum-
skibet p& Jorden, s& kan det ikke-uniforme tyngdefelt testes (i princippet) ved
at anbringe to abler i forskellige hgjder og frigive dem. De to abler vil ikke
falde lige hurtigt til Jorden, fordi det nederste aeble er lidt teettere pa Jordens
centrum, og vil dermed pavirkes af en lidt sterre tyngdekraft og derfor accele-
rere lidt hurtigere end det andet @ble. Disse effekter bliver dog kun betydelige
over store afstande, og vi kan derfor antage, at vi lokalt kan approksimere
tyngdepavirkningen som veerende uniform. Det faktum gdelaegger altsa ikke
akvivalensprincippet, men begraenser dens anvendelighed. Med den indsigt si-
ger det steerke sekvivalensprincip, at accelerationen af en referenceramme i en
bestemt retning, og et tyngdefelt, der virker i den modsatte retning, lokalt set
har samme effekt. Udfgrelse af det samme eksperiment i begge situationer vil
give identiske resultater.

For vi gar videre, kan vi nu forklare grunden til betegnelsen det “svage”
og det “steerke” sekvivalensprincip: Det steerke sekvivalensprincip medfgrer det
svage aekvivalensprincip. Vi kan kaste mere lys over det, ved igen at betragte
ablet der falder til gulvet i det accelererende rumskib, men i stedet nu skifte
til et system, der ikke befinder sig pa rumskibet. Det kunne f.eks. veere en
observatgr, der ser rumskibet komme susende forbi i det ydre rum. For denne
observatgr vil det, i modsaetning til passageren, se ud som om det er rumskibets
gulv, der accelererer op mod @eblet med 9,82 m/s?. For ham er det lige meget,
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om det er et able eller en kanonkugle, der bliver frigivet. Rumskibets gulv vil
lige meget hvad accelerere op mod det frigivne objekt med 9,82 m/s?. Nu kan
vi s& bruge ekvivalensprincippet (altsd det steerke) den anden vej: Vi erstatter
accelerationen med et tyngdefelt, der virker i modsatte retning, og nu har vi
altsa vist, at frit faldende objekters acceleration er uafhsengig af deres masse.
Hyvis altsa det steerke sekvivalensprincip geelder, mé det svage sekvivalensprincip
ogsa gaelde men ikke ngdvendigvis omvendt.

Der findes en alternativ version af det steerke skvivalensprincip, der om-
handler referencerammer i frit fald. Det er historisk motiveret, fordi netop
denne version af sekvivalensprincippet abenbarede Einstein, og bliver ofte ak-
kompagneret med et kendt citat fra hans tid pad patentkontoret i Bern [16]:
“Jeg sad i en stol pa patentkontoret i Bern, hvor jeg pludselig fik en tanke:
Hvis en person falder frit, vil han ikke fole sin egen vegt. Jeg var overrumplet.
Denne enkle tanke gjorde et dybt indtryk pa mig. Den drev mig mod en teori
om gravitation.”

Vi kan nu nemt forklare, hvorfor en person i frit fald ikke foler sin egen
veegt. Hvis rumskibet er i frit fald, vil bade du, rumskibet og aeblet blive ac-
celereret lige meget, saledes at tyngdekraftens péavirkning inde i kabinen ikke
kan detekteres. Relativt til rumskibet vil du og aeblet bevare jeres positioner
i forhold til hinanden, preecis ligesom de vil i det ikke-tyngdekraft-pavirkede
ydre rum.

Vi kan ogsa forklare ovenstaende pa en alternativ made, ved igen at bruge
eekvivalensprincippet. Vi beholder billedet af passageren i rumskibet og fore-
stiller os nu, at motoren af en eller anden arsag er gaet i stykker, og at rum-
skibet derfor falder frit med accelerationen g forarsaget af Jordens tyngdefelt,
som vist pa figur 5.2. Vha. sekvivalensprincippet kan der udtzenktes yderligere
to scenarier, der alle giver samme resultat. Vi erstatter nu accelerationen af
rumskibet med et tyngdefelt, der virker i den modsatte retning. For at dette
tyngdefelt kan skabes, m& der veere et legeme over rumskibet. Denne masse
vil skabe en kraft, der virker pa rumskibet i den opadgaende retning, og pé
den made annullere den nedadrettede kraft pa rumskibet og objekterne indeni,
som Jorden jo skaber. For at det kan lade sig ggre, skal massen over rumskibet
trackke lige s4 meget som Jorden under: Der skal altsa veere en slags fiktiv Jord
over. Det scenarie er selvfglgelig fuldsteendig umuligt at realisere, sa i stedet
for at erstatte den nedadrettede acceleration med et legeme, kan vi jo ogsé,
i kraft af esekvivalensprincippet, erstatte Jorden (og den tyngde den skaber)
med en opadrettet acceleration af rumskibet. P4 den méde bliver den totale
acceleration lig nul, og rumskibet beveeger sig med konstant hastighed. Fordi
acceleration er nul, og fordi der ingen legemer er til at skabe tyngde, vil pas-
sageren svaeve frit, fordi ingen kraefter pavirker ham. Dette er helt sekvivalent
med scenariet, hvor rumskibet er i det ydre rum langt veek fra nogle legemer,
der kan skabe tyngde. Hvis observatgren nu stiller sig pa en vaegt for at blive
vejet, vil den ikke vise noget: Han er vaegtlgs, fordi han ikke registrerer sin egen
vekselvirkning med tyngdekraften. En frit faldende referenceramme er derfor
@kvivalent med en referenceramme, der bevaeger sig uden acceleration og uden
tyngdekraft, og vi har dermed vist, at en person i frit fald ikke lokalt foler sin
egen vaegt.

I den generelle relativitetsteori spiller denne referenceramme samme rolle,
som en inertiel ramme spiller i den specielle relativitetsteori. Der findes altsa
en referenceramme, hvori tyngdekraftens pavirkning kan transformeres vk, og
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Figur 5.2: Til venstre er rumskibet i frit fald forarsaget af Jordens tyngdefelt.
Midt for er rumskibets acceleration erstattet af en fiktiv Jord ovenover. Til
hgjre befinder rumskibet sig i det ydre rum. De tre scenarier resulterer alle i
veegtlgshed.

det kan derfor lokalt bruges som et inertialsystem. Fysikkens love er dermed de
samme i alle lokalt frit faldende rammer. Selv i et tyngdefelt eksisterer der der-
for en bestemt referenceramme, hvori fysikken fra den specielle relativitetsteori
gaelder. Vi kan altsa konkludere, at et frit faldende system lokalt er sekvivalent
med et inertialsystem i det tomme rum.

En moderne realisering af Einsteins tankeeksperiment kan i dag udfgres
af astronauter i kredslgb om Jorden i en rumfeerge. Det kunne f.eks. veere
astronauter pa den internationale rumstation ISS. Her er der faktisk ogsa tale
om frit fald, omend frit fald rundt om og ikke kun mod Jorden. Astronauterne
vil opleve veegtlgshed, og vil se objekter inde i faergen bevaege sig frit omkring.
Ved at betragte disse objekters beveegelse kan de (i princippet) ikke lokalt
afggre, om de er i frit fald under indflydelse af Jordens tyngdefelt, eller om de
er i hvile i det tomme rum langt veek fra planeter og lignende, der kan give dem
tyngde.

5.2 Rummets krumning og Einsteins feltligninger

Nu har vi vist, hvordan gnsket om at behandle generelle referencesystemer fg-
rer til en teori for tyngdekraften. Men hvordan beskrives tyngdekraften rent
matematisk, og hvordan adskiller den sig fra den velkendte Newtonske teo-
ri? Newtons tyngdelov, F= —mﬁCIL beskriver, at tilstedeveerelsen af en masse
producerer et tyngdefelt ®, der skaber en kraft pa andre partikler. Disse partik-
lers bevaegelse kan udregnes vha. bevaegelsesligningen F =ma.l modsaetning
til den Newtonske teori, der matematisk er ganske simpel, er den generelle
relativitetsteori en geometrisk teori for tyngdekraften. Lad os illustrere dette
med et passende, omend noget abstrakt, eksempel af Taylor og Wheeler [22].



38 Kapitel 5. Akvivalensprincippet

To rejsende starter ud fra skvator med 20 kilometers afstand, som vist pa
figur 5.3. Begge bevaeger sig med samme fart stik nord langs en linje med kon-

Figur 5.3: De to rejsende ved akvator, markeret med A og A’, beveaeger sig i
den nordlige retning. Ved B og B’ er de taettere pa hinanden.

stant leengdegrad. Nar de rejsende har gaet 200 km, er deres afstand mellem
hinanden kun 19.9 km. I takt med at de fortszetter deres rejse, kommer de i sti-
gende grad teettere pa hinanden. Vi kan altsa sige, at de accelererer hen imod
hinanden. Fra et geometrisk synspunkt er de rejsende blot kraftfrie legemer
der beveeger sig pa sékaldte geodaeter (analogien til en ret linje pa en sfeere).
Deres tilsyneladende acceleration er en konsekvens af geometrien. Men vi kan
ogsé forklare dette pa en anden made. De rejsende er jo ikke klar over, at de
befinder sig pa en krum overflade. Med deres tro pa Newtons love tilskriver de
deres relative acceleration som veerende grundet en mystisk kraft, der virker
pa dem. Eftersom kraften er uathzengig af de rejsendes komposition og masse,
kan kraften identificeres som havende en gravitationel natur. De to forklaringer
i form af gravitation og geometri mé veere ens, da de giver samme resultater,
nemlig at de to rejsende accelererer hen mod hinanden. Den effekt, som en til-
treekkende tyngdekraft har, kan altsa simuleres ved en krumning af geometrien.
Konklusionen er, at gravitationelle effekter kan repraesenteres ved sendringer i
rummets geometri, hvilket er essensen i den generelle relativitetsteori. Tyngde-
kraft og geometri er altsa relaterede, og den generelle relativitetsteori beskriver,
hvordan masse, der skaber tyngde, forvraenger rumtiden i dens omegn. Mate-
matikken bag den generelle relativitetsteori, Einsteins feltligninger, beskriver
netop forholdet mellem en massefordeling og dens krumning af rumtiden. I for-
hold til den Newtonske teori for tyngdekraften, siger Einstein altsa, at hvis en
masse placeres et bestemt sted, vil det fgre til en krumning af rumtiden. En
tom rumtid er derfor flad og har samme form som i den specielle relativitet-
steori. Vil vil ikke begynde at udlede disse ligninger, men ud fra ovenstaende
indsigt om tyngdekraft og geometri kan vi redeggre for den overordnede form
af ligningerne. Einsteins feltligninger kan skrives pa formen

&G

1
RMV — §Rguy = C—4TMV. (54)

Venstre side bestar af den sakaldte Ricci krumningstensor R,,,, Ricci skalaren
R og metriktensoren g,,. Som navnet antyder, beskriver venstre side rummets
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krumning. Hgjre side bestar af den sakaldte stress-energi tensor 7, der beskri-
ver fordelingen af masse og energi, hvilket altsd far rumtiden til at krumme.
Vi vil her fokusere pa metriktensoren g,,, da denne er en generalisering af
Minkowski-metrikken (2.6), der som bekendt bruges til at definere rumtids-
intervallet i den specielle relativitetstoeri, dvs. i den flade rumtid. Husk pa
at Minkowski-metrikken “kun” bestar af fire komponenter. I tilstedeveerelsen
af masse er metrikken ikke mere den simple Minkowski-metrik for det tom-
me rum, men skal derimod erstattes med den mere generelle og komplicerede
metrik g,,,,, hvorfor rumtidsintervallet nu er givet ved

ds® = g, datda”. (5.5)

Sammenlignet med Minkowski-metrikken, der kun indeholder diagonale ele-
menter 7, = diag(1, —1,—1, —1), er den generelle metriktensor givet ved

goo go1 Yoz Jos
gio 911 912 913
= , 5.6
Inw g20 g21 G22 g23 ( )

930 931 932 933

hvor ingen af indgangene ngdvendigvis er lig nul. Fordi tensoren er symme-
trisk, gy = guu, er der 10 uafheengige komponenter, og vi kan derfor skrive
rumtidsintervallet som

ds? = goo(da®)? + 2go1da’dx’ + - - - + 2g30da?da® + ga3(da®)?. (5.7)

Jeg vil senere vise, at man blot ved at bruge Lagrange-mekanik og korrespon-
densprincippet kan finde et udtryk for gog i den Newtonske greense, og hvor-
dan den er relateret til tyngdepotentialet ®. Derudover vil jeg vise, hvordan
rumtidsintervallet ser ud, nar vi har at ggre med tyngdefeltet udenfor en ikke-
roterende, uladet sfeerisk symmetrisk massefordeling, sdsom en stjerne eller
planet.

5.3 Gravitationel rgdforskydning og tidsforlaengelse

For at forsta begivenhedshorisonter i et tyngdefelt skal vi vide noget om gravi-
tationel rgdforskydning og tidsforleengelse. Gravitationel rgdforskydning kan
forklares pa mange mader, og vi vil her bruge en tilgang baseret pa det steerke
ekvivalensprincip. Vi vil kigge pa sendringen af frekvensen for lys i et accelere-
rende referencesystem og bruge sekvivalensprincippet til at vise en tilsvarende
effekt i et tyngdefelt. Vi betragter en accelererende referenceramme, f.eks. en
elevator (der har leengden L), hvor en kilde udsender lys i bunden af elevatoren
med frekvensen wy, og modtages efter noget tid i toppen af elevatoren med
frekvensen w. Fordi modtageren bevaeger sig relativt til kilden (i dette tilfeelde
veek fra kilden), vil han maéle en rgdforskydning grundet Doppler-effekten for
lys. Han vil altsé modtage lys med en lavere frekvens end den, som kilden ud-
sendte. Ifglge sekvivalensprincippet kan vi erstatte accelerationen af elevatoren
med et tyngdefelt, der virker i modsatte retning, hvilket vil sige, at lyset bliver
rgdforskudt, nar det beveeger sig vaek fra et legeme. De to scenarier er vist pé
figur (5.4).

Lad os finde et matematisk udtryk for forskydningen. For at simplificere
udregningen antager vi, at den relative hastighed V mellem kilde og modtager
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v

Modtager 1

Kilde

Figur 5.4: Ifglge &ekvivalensprincippet kan rgdforskydning skyldes acceleration
af en referenceramme (til venstre) eller et tyngdefelt virkekende i modsatte
retning (til hgjre).

er meget mindre en lysets hastighed, V < ¢, saledes at vi kan bruge Doppler-

skiftet til forste orden
Aw_ V

oo (5.8)
hvor Aw = w — wy. Det negative fortegn i (5.8) er fordi vi betragter en modta-
ger, der bevaeger sig veek fra kilden, hvilket giver anledning til rgdforskydning.
Det modsatte, blaforskydning, giver et positivt fortegn. Med approksimation,
V < ¢, nér lyset fra bunden til toppen af elevatoren i lgbet af tiden t = L/c.
Dette er selvfglgelig en lidt grov approksimation, fordi vi pa den made ikke ta-
ger hgjde for, at afstanden, lyset skal rejse, jo faktisk er leengere end L grundet
accelerationen. Det overordnede resultat er dog det samme, hvorfor vi behol-
der approksimationen. Nar lyset modtages, vil elevatoren have hastigheden
V = at = aL/c, hvilket vi indseetter i (5.8)

Aw ol (5.9)
wo C
Ifglge aekvivalensprincippet geelder denne formel derfor ogsa i et tyngdefelt,
hvor a erstattes af en tyngdeacceleration, f.eks. tyngdeaccelerationskonstanten
g, og L er afstanden fra det tyngdegivende legeme. Vi kan altsa konkludere, at
lyset bliver forskudt mod den rgde del af spektret, nar det bevaeger sig i mod-
satte retning af et tyngdefeltet, dvs. nar det sendes opad i et tyngdefelt. Hvis
modtageren derimod bevaeger sig hen imod kilden, vil lyset blive blaforskudt.
Vi kan ogsa forklare forskydningen ud fra energibevarelse, se f.eks. [24].
Kvantummet for elektromagnetisk straling, fotonen, kan anskues som havende
potentiel energi, nar den er i et tyngdefelt. Nar den flyttes opad i et tyngdefelt,
og dermed gger sin potentielle energi, méa det ngdvendigvis ske pa bekostning af
dens kinetiske energi. Men da fotonen altid bevaeger sig med lysets hastighed,
kan den kun sznke dens kinetiske energi i form af dens frekvens, som er givet
ud fra den kendte relation E = wh.
Lad os opskrive (5.9) lidt mere generelt vha. tyngdepotentialet ®. Ud fra
den velkendte formel Epo = mgL, hvor L er leengden eller hgjden, kan vi se, at
gL repreesenterer forskellen i gravitationel potentiel energi per masseenhed. Vi
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kan altsé& skrive formlen for den gravitationelle rgdforskydning mere generelt

Aw = —A—j}, (5.10)
wo C
hvor A® = &, — &1 og P, er potentialet i udsendelsespunktet, og @5 er poten-
tialet 1 modtagelsespunktet. En positiv veerdi af A® betyder rgdforskydning
og en negativ veerdi blaforskydning. Udtrykket (5.10) ses ofte i litteraturen i
en anden form, hvorfor vi omskriver til

w = wo <1 Ac;b). (5.11)

Lad os betragte lyset der udsendes fra en stjerne og modtages pa Jorden. Lyset
bevaeger sig modsat stjernens tyngdefelt og mé derfor veere redforskudt, nar
det modtages pa Jorden. Tyngdepotentialet udenfor en sfeerisk massefordeling
med massen M er givet ved ®(r) = —GM/r, hvor r er afstanden fra stjernens
centrum. Potentialet ®; er altsa potentialet ved stjernens overflade R, sa vi
setter &1 = —GM/R og ®5 = 0, da afstanden mellem stjernen og Jorden er
meget stgrre end R. Dermed kan vi skrive (5.11) som

GM

Vi kan nu ogsa nemt forklare, hvilken konsekvens gravitationel rgdforskyd-
ning har for urets gang i et tyngdefelt. Her vil jeg bruge et tankeeksperiment fra
kapitel 4 i [23]. Vi forestiller os en observater, der star i bunden af Rundetarn og
udsender lys med en bestemt frekvens i modsatte retning af Jordens tyngdefelt,
og bliver malt af en observatgr i toppen af Rundetarn. Modtageren i bunden
(kilden) udsender lys med en bestemt frekvens, dvs. et bestemt antal bglge-
toppe per sekund. Grundet den gravitationelle rgdforskydning modtages lyset
med en lavere frekvens, dvs. at et mindre antal bglgetoppe per sekund ankom-
mer til modtageren, der jo er i hvile ift. kilden. Hvordan kan det egentlig lade
sig ggre? Antallet af bglgetoppe, der udsendes og modtages, mé ngdvendigvis
veere det samme (hvor skulle de forsvinde hen?). Udsenderen og modtageren
kan sammenligne frekvensen af lyset ved at maéle, hvor mange bglgetoppe de
registrerer over et bestemt aftalt tidsinterval, f.eks. et sekund. Fordi kilden og
modtageren er i hvile relativt til hinanden, tilbagelaegger alle bglgetoppe den
samme afstand med den samme fart. Da der registreres feerre bglgetoppe per
sekund i toppen af Rundetarn end i bunden, kan det samlede antal bglgetoppe
kun veere det samme, hvis tiden mellem hver bglgetop, dvs. perioden er leengere
i toppen end i bunden. Uret i bunden gar altsa langsomt i forhold til uret i top-
pen. Vi kan dermed konkludere, at et ur teet pa et legeme gar langsomt relativt
til et ur, der er laengere vack. Sagt pa en anden made: Et ur i et tyngdefelt gar
langsomt!

Lad mig sidst neevne et seerligt graensetilfaelde af rodforskydning. Som naevnt
rgdforskydes lys, nar det sendes opad i et tyngdefelt. Vi forestiller os nu et sce-
narie, hvor lyset bliver uendeligt rgdforskudt. Det forudssetter altsa et legeme,
hvor tyngdekraften er sa steerk, at det taber uendelig meget bevaegelsesener-
gi. Men hvis lyset er uendeligt rgdforskudt, vil modtageren slet ikke registrere
noget lys. Husk péa, at lys altid har den samme hastighed. S& den eneste méa-
de, hvorpa modtageren ikke registrer noget lys, er, hvis det ikke kan undslippe
legemet. Dette er jo definitionen pa et sort hul, som vi vil uddybe i naeste afsnit.
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Sorte huller

6.1 Schwarzschild-radius

Uden at begynde pa at lgse Einsteins feltligninger, kan vi allerede nu forklare,
ved at anvende akvivalensprincippet, hvorfor der optrzeder begivenhedshori-
sonter i et tyngdefelt. Faktisk kan vi komme frem til udtrykket for begiven-
hedshorisonten for et sort hul, den sadkaldte Schwarzschild-radius, indenfor en
faktor 2. Den fglgende udledning er inspireret af [25].

Vi definerede Rindler-horisonten, som vaerende en afgreensning i rumtiden,
hinsides hvilken begivenheder umuligt kan pavirke den accelererende observa-
tgr. Denne afgreensning er givet ved

Ro= . (6.1)

Vi tydeliggjorde Rindler-horisonten ved at betragte en partikel, der undergar
uniform acceleration i et bestemt retning, og et lyssignal, der sendes mod par-
tiklen. For at lave overgangen til den generelle relativitetsteori bruger vi nu
ekvivalensprincippet. Vi ved altsa, at acceleration af et referencesystem i en
bestemt retning, og et tyngdefelt virkende i den modsatte retning lokalt har
samme effekt. Begge scenarier skal give samme resultat, nemlig at der eksisterer
en begivenhedshorisont. Derfor kan vi nu erstatte den accelererende observatgr,
eller rettere den accelererende observatgrs referenceramme, med et tyngdefelt
virkende i modsatte retning. For kunne Rindler-observatgren tilskrive det fak-
tum, at lyset ikke kunne na ham, som veerende grundet hans acceleration. Nu
erstattes accelerationen derimod af et legeme, der skaber sa meget tyngde, at
lyset ikke kan na ham, og begivenhedshorisonten skal altsa i stedet tilskrives
tyngdekraftens indvirkning. Men hvordan kan vi tale om, at det udsendte lys
ikke kan na observatgren, hvis han ikke accelererer? Hvis lys bliver udsendt fra
et legeme, mé det ngdvendigvis n& observatgren efter en hvis tid. Den eneste
méade vi kan forestille os, at lyset ikke nar observatgren, mé veere hvis lyset
simpelthen ikke kan undslippe legemet! Vi kan bruge dette som definitionen
pé et sort hul: Et legeme, hvor tyngdekraften er sa steerk, at selv ikke lys kan
undslippe!

Lad os formulere begivenhedshorisonten mere matematisk. Ifglge sekviva-
lensprincippet kan vi seette o = —g i (6.1) og far dermed

jr— (6.2)
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Hvis vi betragter et legeme med massen M og radius R, der forarsager tyng-
deaccelerationen

-GM
9="pg > (6.3)
i afstanden R fra centrum, kan vi skrive horisonten som
62R2
Ry = . 6.4
0= (6.4

Vi kan altsa se, at et massivt objekt kan have en begivenhedshorisont, der
atheenger af massen M og radius R. Betragter vi et objekt, der netop har en
begivenhedshorisont ved sin overflade, kan vi seette R = Ry i (6.4) og fa

GM

5 -

R =

(6.5)

C

Det korrekte udtryk for begivenhedshorisonten, der kan udledes i den generelle
relativitetsteori, indeholder en faktor 2 i forhold til ovenstéaende udtryk

~ 2GM

2 )

R

(6.6)

C

og kaldes Schwarzschild-radien, eller Schwarzschild-horisonten. Lad os kigge lidt
naermere pa den fysiske fortolkning af denne horisont og sammenligne den med
Rindler-horisonten. Rindler-horisonten er en afstand i den flade rumtid, hin-
sides hvilken begivenheder umuligt kan pavirke den accelererende observatgr.
Specifikt er der tale om det forspring, den accelererende observatgr som mini-
mum skal have, hvis han skal kunne undslippe lyset. Den fysiske fortolkning af
Schwarzschild-horisonten er derimod radius af legemet givet ved (6.6). Vi kan
altsa sige, at det er radius af en kugle, der opfylder, at hvis alt legemets mas-
se komprimeres indenfor denne kugle, vil tyngdepavirkningen veere si steerk,
at selv ikke lys kan undslippe. En anden forskel pa Rindler- og Schwarzschild-
horisonten kan findes i selve definitionen af sekvivalensprincippet. Husk pa at vi
erstatter accelerationen af en referenceramme med et tyngdefelt virkende i mod-
satte retning, hvilket matematisk kommer til udtryk ved fortegnet i « = —g.
Schwarzschild-radien er altsa den maksimale udstraekning et legeme skal have,
for det kan veere et sort hul. Et legeme, der har en udstraekning givet ved dens
Schwarzschild-radius, vil der ikke kunne udsendes lys fra, og der vil ikke kunne
foretages kommunikation med en observatgr, der befinder sig indenfor legemets
Schwarzschild-radius.

Med udtrykket for denne radius kan vi nu nemt svare pa, hvorfor Jor-
den og Solen ikke er sorte huller. Indszettes deres masse i (6.6), fas at deres
Schwarzschild-radius er henholdsvis R; ¢ = 9 mm og R, = 3 km, hvilket vil
sige langt mindre end deres faktiske radier. Hvis deres masse derimod kompri-
meres ned til en sfzere med disse radier, vil de blive sorte huller! Et sort hul
er altsa et legeme, hvis masse er komprimeret ned til dens egen Schwarzschild-
radius.

Vi kan fa en bedre forstaelse af Schwarzschild-horisonten og sorte huller,
ved at kigge pa hvordan sorte huller rent faktisk opstar i universet. Teorier for
denne opstaen er der mange af, men jeg vil her naevne, hvordan stjerner kan
omdannes til sorte huller. Dette er gennemgaet i mange leerebgger, se f.eks. ka-
pitel 12 i [8]. De forste stjerner i universet blev dannet ved gravitationel kollaps
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af en interstellar gas af brint og *He. Nar gasskyen kollapser, stiger de indi-
viduelle atomkernes energi pa bekostning af den potentielle energi, hvormed
gassens temperatur stiger. Hvis denne temperatur bliver tilstrackkelig hgj, kan
brint fusionere til helium, hvilket frigiver energi. P4 denne made nar stjernen et
stadie, hvor den frigivne energi ved brint-forbreendingen balancerer det gravita-
tionelle kollaps, og der opstar pa den made en dynamisk ligeveegt. Eksempelvis
befinder vores egen sol sig pa dette stadie. Nar det meste af brinten er opbrugt,
er der derfor ikke nok energi til at opretholde ligeveegten, og det gravitationelle
kollaps fortsaetter. Det vil igen fa temperaturen til at stige, saledes at helium
nu kan fusionere f.eks. til kulstof. Nar heliummet er brugt op, bliver ligevaegten
igen forstyrret, og stjernen kollapser igen under dens egen tyngdekraft, saledes
at et nyt stadie af kernefusion kan foregd. Denne rutine kan, under de rette
betingelser, fortseette indtil **Fe, der har den hgjeste bindingsenergi per nuk-
leon. Dette betyder, at det ikke er energimaessigt favorabelt at fusionere jern
eller andre kerner med nukleontal i omegnen af 60. Der er nu to muligheder,
nar en stjerne sa at sige har opbrugt dens brzendstof. Enten kan den né en
ligeveegtstilstand, hvor gravitationel kollaps modvirkes af et ikke-termisk tryk
(f.eks. Fermi-trykket for elektroner grundet Paulis udelukkelsesprincip), eller
ogsé nar stjernen aldrig en ligevaegtstilstand og fortssetter i stedet med at kol-
lapse pga. tyngdekraften. Vi vil ikke foretage en detaljeret gennemgang af det
sidstneevnte scenarie, se i stedet [15], men blot konkludere, at dette stadigt
fortsatte kollaps i sidste ende kan danne et sort hul, hvilket vil sige, at stjernen
kollapser til dens Schwarzschild-radius.

Det var et lille sidespring, men vi vil nu bruge ideen om det gravitationelle
kollaps til at fa en dybere forstaelse af Schwarzschild-horisonten.

6.2 Schwarzschild-horisonten

I forbindelse med Rindler-horisonten, kiggede vi pa en accelererende observatgr,
en frakoblet observatgr og deres indbyrdes kommunikation i form af lyssignaler.
Vi vil nu forestille os et taenkt scenarie med en indfaldende observator, der fplger
en stjernes kollaps ind mod dens Schwarzschild-radius, dvs. dens kollaps mod
et sort hul, samt en ekstern observatgr, der observerer processen fra en bestemt
afstand fra Schwarzschild-horisonten og er i hvile relativt til den indfaldende.
Rent grafisk kan dette afbildes pa praecis samme made som Rindler-horisonten,
som vi viste pa figur 3.8 og figur 3.9, men nu er den fysiske fortolkning af
hyperblen altsa ikke en observatgr, der undergar uniform acceleration men
derimod, i kraft af seekvivalensprincippet, en observater i et tyngdefelt (den ek-
sterne observater). Jo teettere observatgren er fra det sorte hul, desto stgrre
indvirkning har tyngdekraften, og desto mere krummer hyperblen. Den rette
linje tangent til hyperblen, er nu ikke en observatgr der bliver frakoblet fra den
accelererende, men derimod en observatgr der fglger stjernens gravitationelle
kollaps mod et sort hul. Feelles for begge er, at de falder ind mod henholdsvis
Rindler-horisonten og Schwarzschild-horisonten. Husk péa, at sekvivalensprin-
cippet siger, at en frit faldende referenceramme er en referenceramme, hvori
tyngdekraftens pavirkning kan transformeres vaek. Denne referenceramme spil-
ler altsd samme rolle, som en inertiel referenceramme spiller i den specielle
relativitetsteori. Det er en yderligere forklaring af det faktum, at den frakob-
lede observatgr og den indfaldende observatgr skal afbildes pa samme made i
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forbindelse med Rindler-horisonten og Schwarzschild-horisonten. Lyssignalet,
som i Rindler-kilen grafisk afbildes ved en ret linje med en heeldning pa 45°,
afbildes pé praecis samme méade i forbindelse med Schwarzschild-horisonten.
For at afbilde Schwarzschild-horisonten, skal den accelererende observatgr
altsa erstattes med den eksterne observatgr, og den frakoblede observatgr med
en indfaldende observatgr. Tabel 6.1 opsummerer denne overgang. Nar det-

Rindler Schwarzschild
Ekstern observatgr i et

Hyperbel Accelererende obervatgr tyngdefelt

Ret linje tangent ~ Observatgr frakoblet fra acc- Indfaldende observatgr i et
til hyperbel lerationsmekanismen tyngdefelt

Ret linje 45° Lyssignal Lyssignal

Asymptoten til Begivenhedshorisonten Ry Begivenhedshorisonten R,
hyperblen

Tabel 6.1: Grafisk og fysisk fortolkning af Rindler-horisonten og Schwarzschild-
horisonten.

te indses, er analogien fuldendt. De to observatgrer, den indfaldende og den
eksterne, har samme forhold til horisonten, som henholdsvis den frakoblede
og den accelererende observatgr. Hvis de to kommunikerer ved péa forhand
at aftale, at de vil sende lyssignaler til hinanden f.eks. hvert sekund, opstar
Schwarzschild-horisonten per analogi pa samme made som Rindler-horisonten.
For den indfaldende observatgr sker der ikke noget nsevneveerdigt ved hori-
sonten. Han vil i lgbet af en endelig egentid passere horisonten og vil stadig
kunne modtage lys fra den eksterne observatgr. Til gengaeld ser den eksterne
observatgr noget ganske anderledes, nar den indfaldende observatgr nsermer
sig Schwarzschild-horisonten. Husk pa, at lys ikke kan undslippe fra et legeme,
hvis udstreekning er givet ved (6.6), og nar den indfaldende observatgr krydser
Schwarzschild-horisonten, vil den eksterne observatgr derfor ikke kunne mod-
tage lyset.

Nu kan vi bruge gravitationel rgdforskydning og tidsforleengelse, til at for-
klare mere preecist, hvad den eksterne observatgr ser. Fordi lys bliver rgd-
forskudt, nar det rejser modsat et tyngdefelt, vil den eksterne altsd se den
indfaldende observatgr blive mere og mere rgdforskudt, jo teettere pa horison-
ten han kommer. Derudover, fordi et ur i et tyngdefelt gar langsomt, vil han se
den indfaldendes ur gé langsommere og langsommere. Der bliver altsa leengere
og leengere mellem lyssignalerne malt med den eksterne observatgrs ur. Det
betyder, at den indfaldendes rejse vil, set udefra, ga langsommere og langsom-
mere. Dette kulminerer ved horisonten, hvor det for den eksterne observatgr
ser ud som om tiden gar i sta, og at den indfaldende observatgr derfor bruger
uendelig lang tid pa at krydse den, og bliver uendelig rgdforskudt. Han ser
altsa aldrig den frakoblede observatgr passere horisonten.

I tilfseldet med Rindler-kilen, bunder singulariteten i, at vi skifter til koor-
dinater, der beskriver en uniformt accelererende observatgr. Det blev tydeligt,
da vi diskuterede Rindler-horisonten set fra den accelererende observatgrs re-
ferencesystem og den frakoblede observatgrs referencesystem og kom frem til
at den frakoblede observatgr netop ikke tilleegger passagen af horisonten nogen
veerdi. Det samme gor sig geeldende for Schwarzschild-horisonten. Det bunder
blot i vores valg af koordinater, der beskriver en ekstern observatgrs bevaegelse
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i et tyngdefelt. Fordi de observatgrer, den indfaldende og den eksterne, har
altséd samme forhold til horisonten, som henholdsvis den frakoblede og den ac-
celererende observatgr, har vi pa den made svaret pa, maske lidt abstrakt, at
Schwarzschild-horisonten er en koordinatsingularitet.

Men hvad sker der, nar den indfaldende observatgr har passeret horisonten,
og fortsaetter sit indfald ind mod centrum af det sorte hul? Det kan vi ikke svare
péa med vores nuvaerende viden. Men vi vil i det folgende formulere sorte huller
og Schwarzschild-horisonten pa et mere stringent matematisk grundlag, der
underbygger den forhenveerende diskussion, som kun beror sig pa den specielle
relativitetsteori og sekvivalensprincippet. Derudover vil vi kunne forklare, hvad
der sker med den indfaldende observatgr efter passagen af horisonten.






Kapitel 7

Svagfelts-approksimation til den
generelle relativitetsteori

For at lette overgangen til den generelle relativitetsteori, og for at fa en bed-
re forstaelse for den matematik der optraeder, vil vi nu kigge pa den sakaldte
svagfelts-approksimation, dvs. approksimation til den generelle relativitetsteo-
ri, nar tyngdefeltet er svagt. Det fglgende er mere eller mindre en oversaettelse
af kapitel 2 og 10 i Landau og Lifshitzs klassiker “The Classical Theory of
Fields” [12].

Den klassiske analytiske mekanik er bygget op omkring mindstevirknings-
princippet, der siger, at en partikel beveeger sig langs en kurve mellem to punk-
ter 1 og 2 i et givet tidsinterval, ¢; og ts, der opfylder at virkningsintegralet

to
S:/ Lt (7.1)
ty

er et ekstremum langs denne kurve. Her betegner L Lagrange-funktionen L =
T —V, hvor T er den kinetiske energi og V' den potentielle energi. Det kan pé
tilsvarende vis formuleres ved, at partikler beveeger sig langs kurver med for-
svindende variation af virkningsintegralet, og mindstevirkningsprincippet kan
dermed skrives pa den kompakte form 65 = 0. Ud fra den forsvindende varia-
tion af virkningsintegralet kan man udlede Euler-Lagrange ligningerne

oL  d oL
dr  dt Oi’
der er bevagelsesligningerne i Lagrange-mekanikken. Det fremgar tydeligt, at
dette er ikke-relativistisk, fordi vi adskiller tid og rum i formuleringen af mindste-
virkningsprincippet. For at lave relativistiske udregninger, bliver vi ngdt til at

udtrykke virkningen S vha. relativistiske invarianter, hvorfor vi skriver den pa
formen

(7.2)

S=—c /ab ds. (7.3)

Dette er et integral langs partiklens verdenslinje mellem to tidsligt separerede
verdenspunkter a og b. Nar vi pa denne méde bruger rumtidsintervallet ds,
sikrer vi os, at virkningsintegralet er Lorentz-invariant. Konstanten e kan fin-
des ud fra korrespondensprincippet, der siger, at virkningen S skal have den
klassiske form i den ikke-relativistiske greense.
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For en fri partikel i klassisk mekanik, ved vi, at Lagrange-funktionen er
givet ved udtrykket for den kinetiske energi L = mwv?/2. For at finde det
relativistisk korrekte udtryk for Lagrange-funktionen, kombinerer vi (2.8) og
(2.11), hvormed vi far ds = cdt/~. Det kan vi indseette i (7.3):

to
S = fec/ dt\/1 —v?/c? (7.4)
t1

Ved at sammenligne med (7.1), ses at Lagrange-funktionen mé have formen

L=—cc\/1—v2/c2. (7.5)
Vi finder nu Lagrange-funktionen i den ikke-relativistiske graense v < ¢

2
LUse % (7.6)

ved at Taylor-udvikle (7.5) til 1. orden:
gv?
L=—-cc\/1—-02/? = —cc+ 5 (7.7)

Velger vi € = me, fas

1}2

L=—-mc*+ % (7.8)

Det konstante led, —mc?, pavirker ikke virkningen og dermed ikke bevaegel-
sesligningen, hvorfor (7.8) er i overensstemmelse med korrespondensprincippet
udtrykt ved (7.6). Indseettes € = mc i (7.5) og (7.3) fas det endelige udtryk for
virkningen og Lagrange-funktionen

b
S = —mc/ ds (7.9)

L=-mc*\/1—v2/c2. (7.10)
Betragter vi en partikels bevaegelse i et tyngdefelt, skal vi modificere (7.8) til

2

L=-me+ % — m®, (7.11)

hvor @ er tyngdepotentialet. Virkningen for en partikel i et tyngdefelt er derfor
givet ved
mu? 9
S:/dt <2m<1>mc> (7.12)

vr @
= me [dt[e— LT+ 7). 1
mc/ (c 5 + c> (7.13)

Sammenligner vi med (7.9), ses at rumtidsintervallet ds mé veere givet ved

v? @
ds=|c——+—|dt 7.14
§ <C 2c + c) ( )
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Kvadrerer vi udtrykket og negligerer led, der forsvinder i graensen ¢ — oo, fas
29
ds? = (1 + 2) Adt* — di?, (7.15)
c

hvor vi har udnyttet at vdt = dx. Det ses altsa, at i den ikke-relativistiske
(eller Newtonske) greense af den generelle relativitetsteori, kan indgangen goo i
metriktensoren approksimeres med

20
goo = 1+ 672 (716)

Indseettes ® = —GM /r, der som bekendt er tyngdepotentialet for en legeme i
en afstand r fra dens centrum, fés

2GM
c2r

goo =1 — (7.17)
Vi har alts& udregnet, hvorledes indgangen goo i metriktensoren g,,,, der jo ka-
rakteriserer det generelle rumtidsinterval, er relateret til det ikke-relativistiske
tyngdepotentiale ®. Udtrykket (7.17) er en forudssetning for vores mere mate-
matisk stringente forstaelse af sorte huller, som vi skal se i naeste afsnit.






Kapitel 8

Schwarzschild-metrikken

Nu er vi udstyret med alle redskaberne til at forsta, hvordan Schwarzschild-
metrikken er givet. Denne metrik beskriver som naevnt tyngdefeltet udenfor en
ikke-roterende, ikke-ladet sfeerisk symmetrisk massefordeling, sdsom en stjerne
eller planet. Udover den sfeeriske symmetri antager vi ogsé at, massefordelingen
er statisk, altsa at den ikke @endrer sig i tid. Rent matematisk er Schwarzschild-
metrikken altsa en statisk, sfeerisk symmetrisk lgsning til Einsteins feltligninger
i vakuum. Vi kan derfor skrive ligningerne (5.4) som R, — %ng =0. Vivil
nu vise, hvorledes vi kan sandsynligggre metrikken ved at bruge de redskaber,
vi allerede har samt symmetribetragtninger.
Vi starter med at tage udgangspunkt i den velkendte Minkowski-metrik

ds® = c2dt? — da* — dy* — dz>. (8.1)

Da den gnskede metrik skal beskrive tyngdefeltet udenfor et objekt der er
sfeerisk symmetrisk, skifter vi til koordinater seerligt egnede til dette, nemlig
sfeeriske poleere koordinater

r = rsinf cos ¢
y =rsinfsin¢ (8.2)

z=rcosb.

Udregnes differentialerne af (8.2), hvoraf f.eks. dz = drcosf — rsinfdf, og
indsaettes i (8.1) fas

ds® = Adt* — dr? — r?(d6? + sin® 0d¢?) o3

ds® = 2dt® — dr? — r2dQ?, (8:3)
hvor dQ? = df? + sin® d¢? er det velkendte linjeelement for en todimensionel
enhedssfeere. Grundet antagelsen om sfeerisk symmetri bliver Schwarzschild-
metrikken ngdt til at indeholde det kuglesymmetriske led r2dQ2. Det er klart,
at de to metrikker (8.1) og (8.3) beskriver praecis den samme fysik, den flade
rumtid, men ved at bruge en simpel symmetribetragtning, ved vi nu noget
om, hvordan den gnskede Schwarzschild-metrik skal se ud. Lad os nu kigge pé
antagelsen om den statiske massefordeling. Det ma ngdvendigvis medfgre, at
metrikken skal veere uafhesengig af tidskoordinaten ¢, og derfor veere invariant
under tidsinverteringen ¢ — —t. Metrikken mé derfor ikke indeholde krydsled
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sasom dx'dt eller dtdz®. Vi har nu simplificeret metrikken betydeligt, og kan
skrive den pa formen

ds* = A(r)c2dt? — B(r)dr? — r2dQ?, (8.4)

hvor A(r) og B(r) er to ikke ngdvendigvis ens koefficienter, der kun afheen-
ger af . Uden at bestemme dem endnu kan vi allerede sige noget om deres
greenseveerdier. Nar vi bevaeger os uendeligt langt vaek fra det gravitationelle
objekt, r — 0o, ma rumtiden ngdvendigvis vaere den samme som for den flade
rumtid. Det samme méa geelde om graensen M — 0: Vi far samme resultat, om
vi gar uendelig langt veek fra legemet, eller om legemets masse bliver nul. Ved
at sammenligne (8.4) med (8.3), kan vi se, at der mé geelde

Thj& A(r) = Tl;rrgo B(r) =1, (8.5)
saledes at Schwarzschild-metrikken i denne graense bliver Minkowski-metrikken
(i sfeeriske koordinater). For at finde den specifikke form af A(r) og B(r), og
hvordan de er relateret til hinanden, kreever det, at vi lgser Einsteins feltlig-
ninger i vakuum. Det vil vi ikke ggre her, men i stedet henvise til Bilag A, hvor
vi viser det eksplicit. Resultatet er, at A(r) = B(r)~! = 1—rg/r, hvor 74 er en
integrationskonstant. Indsaettes de to udtryk fas

ds* = (1 — %) Adt? — (1 - %8)_1 dr® — r?dQ?. (8.6)

Integrationskonstanten kan findes ud fra, at metrikken i svagfeltsgreensen som
bekendt skal have formen gog = 1 — 2G M /c*r. Laver vi en reekkeudvikling for
r — oo fas

ds? ~ (1 - %) Adt? — (1 + "7) dr? — 12d02. (8.7)

Ud fra det ses direkte, at konstanten 7y ma veere givet ved r, = 2GM/c?,
saledes at Schwarzschild-metrikken i dens endelige form bliver

—1
gs? — (1 _ QGM) 2di? (1 — 2GM> dr? — 12d0? (8.8)

c2r c2r

For at lette notation skifter vi til enheder hvor c =G =1
oM oM\
ds? = (1 — r) dt* — (1 - r) dr? — r2dQ?. (8.9)

Vi kan ligeledes opskrive selve metrikken g,,,

(1—2M/r) 0 0 0
0 —(1-=2M/r)"* 0 0
Juv = 0 ( 0 / ) _p2 0 . (810)
0 0 0 —r2sin?0

Ud fra (8.9) og (8.10) kan vi se, at i greensen r — oo (M — 0) fas som forventet
Minkowski-metrikken i sfeeriske koordinater (8.3).

Vi kan ud fra Schwarzschild-metrikken nemt identificere de omtalte singu-
lariteter, som der optraeder. Det er tydeligt, at der sker noget pudsigt med
metrikken ved r = 2M og r = 0. Nar » — 2M medforer det, at gog — 0 og
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g11 — —oo. Hvis derimod r — 0 medfgrer det, at gopg — —o0 og g11 — 0. Jeg
vil starte med at fokusere pé singulariteten r = 2M, der jo er Schwarzschild-
horisonten. Vi har allerede redegjort for den fysiske fortolkning af denne ho-
risont, og hvorfor der optraeder en koordinat-singularitet. I det fglgende vil vi
underbygge det pa et mere stringent matematisk grundlag. Mht. singulariteten
r = 0 viser det sig, at denne er en sakaldt gravitationel singularitet, som vi
vender tilbage til senere.

8.1 Tidsforlengelse og reédforskydning igen

Inden vi gar videre med singulariteterne vil vi med udgangspunkt i Schwarzschild-
metrikken udlede de korrekte udtryk for gravitationel rgdforskydning og gravi-
tationel tidsforleengelse.

Vi ved fra (2.8), at egentiden er givet ved rumtidsintervallet mellem to
begivenheder, der sker samme sted, dvs. hvor dZ =0

ds* = dr?, (8.11)

og at udtrykket for rumtidsintervallet i den generelle relativitetsteori er givet
ved

ds* = g, dztdz,,. (8.12)
Saettes d¥ = 0 i dette udtryk far vi
dr = \/goodz®, (8.13)

fordi alle rum-komponenterne i summen giver nul, og det dermed kun er tids-
komponenten, der overlever. Indsaetter vi gog = 1 — 2M /r fas

dr =1/1-— Tdt’ (8.14)
hvilket repraesenterer urets gang i et tyngdefelt. Tidsintervallet dr er tidsinter-
vallet malt for en observatgr i tyngdefeltet og tidsintervallet dt er tidsintervallet,
der males for en observatgr uendeligt langt fra tyngdefeltets kilde. Det kan ses
ved at kigge pa graensetilfaeldet, hvor r — oo (M — 0), hvilket giver dr = dt.
Hvis altsa begge observatgrer er uendeligt langt veek fra tyngdefeltet, vil deres
opfattelse af tid veere ens. Vi kan ggre det tydeligt med et lille eksempel. Ind-
seetter vi r = 3M fas dr =~ 0.6 dt, hvilket vil sige dr < dt. Tidsintervallet set
for observatgren uendeligt langt veek fra tyngdefeltet, dt, er altsa leengere end
dr, og nar tidsintervallet er leengere, gar uret dermed langsommere: Et ur i et
tyngdefelt gar langsomt set for en observatgr udefra. Det konkluderede vi ogsé
vha. ekvivalensprincippet, og formlen (8.14) er den matematiske manifestation
af dette faktum. Vi kunne ogsad have opnaet samme resultat mere direkte fra
Schwarzschild-metrikken, ved at seette dr = df = d¢ = 01 (8.9), fordi vi pa
den maéler rumtidsintervallet, nar vinkler (0, ¢) og den radiale afstand r holdes
konstanten, hvilket netop er egentiden.

Ud fra tidsforleengelsen kan vi ogsé finde udtrykket for den gravitationelle
rgdforskydning, fordi tidsintervallet helt generelt er omvendt proportional med
frekvensen. Tager vi derfor den inverse af (8.14) og omrokerer far vi

oM 1/2
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For r — oo kan vi reekkeudvikle kvadratroden i (8.15), /1 —2M/r ~1—M/r,

og far dermed
M
W = Wo <1 - 7"> s (816)

hvilket er udtrykket, vi fandt vha. sekvivalensprincippet (5.12) blot i enhederne
c=G=1.

8.2 Neaer-horisont-approksimationen

For at fa en dybere forstaelse af begivenhedshorisonten vil vi vise, hvordan
Schwarzschild-metrikken ser ud omkring » = 2M. Faktisk viser det sig, at
Schwarzschild-metrikken har samme form som Rindler-metrikken omkring ho-
risonten. Da dette er centralt for vores forstaelse af Schwarzschild-horisonten,
vil vi gennemgé matematikken i detalje. Lad mig starte med at lave en simpel
omskrivning af (8.9)

—2M —o2M\ !
ds? = (T ) 2 — (T ) dr? — r2d02. (8.17)

r r

Absolut ingenting er sendret mht. fysikken, vi har bare forleenget de to brgker
i metrikken. Men vi kan nu se, at den egner sig bedre til at beskrive fysikken
omkring horisonten, fordi udtrykket » — 2M netop maler koordinatafstanden r
fra horisonten. Lad os igennem denne gennemgang negligere den sfeeriske del
r2d0? af metrikken, siledes at (6, ¢) holdes konstante. For at lette udregnin-
gerne udtrykker vi metrikken vha. 7 = r — 2M saledes at

2 7 o (T+2M 5
ds® = <f+2M> dt ( Z dre. (8.18)

Neer horisonten er r ~ 2M, hvilket medfgrer, at 7 << 2M, og vi kan derfor
raekkeudvikle de to brgker

r 7
N — 1
Fr2M T 2M (8.19)
r+2M  2M
r+ei 21 (8.20)
7 7
Derfor er metrikken (8.18) nu approksimativt givet ved
T 2M
ds® ~ ——dt? — ——dr? 21
oM P (8:21)

Nu er vi egentligt i mal og skal blot omformulere udtrykket, sa det bliver
tydeligt, at det har samme form som Rindler-metrikken. For at komme videre
vil vi, i stil med méden hvorpa vi kom frem til (8.14), tage udgangspunkt i
Schwarzschild-metrikken men nu satte dt = df = d¢ = 0. Denne nye storrelse,
som vi vil betegne dp?, er derfor givet ved

1 -
dp? = <1 - QM) dr? = <T +~2M> dr?. (8.22)
T

T

P& samme made, som (8.14) betegnes egentiden, vil vi kalde (8.22) for egen-
afstanden, fordi den netop repraesenterer den radiale afstand, der males, nar
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vinklerne (6, ¢) og tiden ¢ holdes konstante. For at finde p laver vi en integra-
tion, og fordi vi arbejder omkring horisonten r = 2M, er den givet ved

T oM\ Y2
p:/ <T+~ ) dr. (8.23)
2M r

Men da vi kun er interesserede i omradet lige omkring horisonten, er det derfor
tilstreekkeligt at indseette approksimationen (8.20) siledes, at

/2 y dr\/T (8.24)

Dette integral kan nemt lgses og giver p = v8M7. Udtrykker vi nu (8.21) vha.
p og dp fas

ds® = 2dt? — dp? (8.25)

16172”
Til sidst omskalerer vi tiden ¢ til ¢ = ¢t/4M, saledes at metrikken er givet ved

ds* = p*d¢? — dp®. (8.26)

Denne metrik har umiddelbart samme form som Rindler-metrikken (3.21). Lad
os for en god ordens skyld skrive den op igen for at sammenligne

ds® = X2dT? — dX?>.

Vi kan altsa se, at ( = t/4M repraesenterer en tidskoordinat, og p = V8M7
repraesenterer en positionskoordinat. Metrikken (8.26) har preecis samme form
som Rindler-metrikken! Nu har vi vist, at det ogsd er matematisk forsvar-
ligt at bruge Rindler-kilens geometri til at forklare aspekter af sorte huller
omkring horisonten. Vi kan ogsa anskue det faktum, at Rindler-metrikken og
Schwarzschild-metrikken neer horisonten har samme form, som en yderligere
bekraeftelse af, at der optreeder en koordinatsingularitet ved Schwarzschild-
horisonten r = 2M, fordi der netop optreeder en ved Rindler-horisonten.

Nar vi nu er bekendt med Rindler-kilen og Rindler-koordinater, ville det
veere nyttigt, hvis vi kunne finde nogle koordinater, der rent geometrisk min-
der om disse, men vis anvendelighed ikke kun er begresenset til omegnen af
Schwarzschild-horisonten. Det viser sig, at der rent faktisk findes sddanne ko-
ordinater, som vi nu skal se.






Kapitel 9

Kruskal-koordinater

9.1 Relation til Schwarzschild-koordinater

Vi er pa udgik efter koordinater, der kan beskrive sorte huller fuldt ud, men
som ogsa minder matematisk om Rindler-koordinaterne. F.eks. vil vi gerne ha-
ve, at lyssignaler altid kan afbildes som et ret linje med en heeldning pa 45°,
og en observatgr i et tyngdefelt som en hyperbel. I kapitel 6 har vi allerede
redegjort for, via akvivalensprincippet, at der mé vaere denne lighed mellem
afbildningen af Rindler-horisonten og Schwarzschild-horisonten, som vi opsum-
merede i tabel 6.1. Nu vil vi vise matematisk, at det rent faktisk forholder sig
saddan. Hvorfor ikke bruge Schwarzschild-koordinaterne (¢,r,0,¢) til det for-
mal? Lad os se, hvordan f.eks. lyskegler opfarer sig i disse koordinater. For en
lyskegle er rumtidsintervallet lysligt, ds?> = 0, som forklaret i kapitel 2. For
en radial lyskegle, ma det ligeledes geelde, at d¢p = df = 0. Indszettes det i
Schwarzschild-metrikken, givet ved (8.9), fas

-1
ds* =0= (1—2M> dt* — (1—2M> dr?. (9.1)

r r

Omrokerer vi fés, at

M —1
j;:i(l_z) , 9.2

hvilket bestemt ikke er en ret linje! Tveertimod ses det, at lyskeglen lukker
sig sammen, nar vi ngermer os r = 2M. Derudover skifter fortegnet ogsé, nar
horisonten krydses, dvs. nar r < 2M. Andre koordinater skal derfor findes,
hvilket den amerikanske fysiker Martin Kruskal gjorde i 1959 [11]. Vi betegner
de nye Kruskal-koordinater U og V. I takt med de ovenstaende krav opstiller
vi derfor en ny metrik, Kruskal-metrikken, som netop skal opfylde, at lysstraler
alle steder har haeldningen 45°. Denne metrik er givet ved

32M3
T

ds® = e /P (dV? — dU?) + r2dQ?, (9.3)

59
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hvor den sfeerisk del 72dQ? er den samme som for Schwarzschild-metrikken.
Kruskal-koordinaterne er givet ved

r 1/2 t
N r/4m v
U (2M 1) e cosh <4M>

r 1/2 t
_ (L r/dm . v
Vv (2M 1) e sinh <4M)’

og repraesenterer altsa en koordinattransformation fra Kruskal-metrikken (9.3)
til Schwarzschildmetrikken (8.9), hvilket vises i bilag B. Vi kan direkte se, at
radiale lyskurver opfgrer sig som forventet. Indssettes ds? = df = dp = 0 i
(9.3), fas dV/dU = +1 hvilket giver

(9.4)

V = £U + konstant, (9.5)

og repraesenterer en ret linje i en U-V-graf med haeldningen 45°, praecis som
i Rindler-kilen og Minkowski-diagrammet. Vi kan fa mere indsigt i metrikken
ved at kigge pa, hvordan Schwarzschild-koordinaterne (¢, ) kan udtrykkes vha.
Kruskal-koordinaterne (U, V)

U?—v?= (ﬁ — 1) e"/2M (9.6)
1% ¢

Ligningerne (9.6) og (9.7) repreesenterer transformationen fra Schwarzschild-
metrikken “tilbage” til Kruskal-metrikken. Her skal r forstas som en funktion
at V og U, r =r(V,U). Lighedstegnene i (9.6) og (9.7) kan nemt vises ved at
indsaette Kruskal-koordiaterne og bruge cosh? z — sinh?z = 1 samt tanhz =
sinh z/ cosh z. For konstant r kan vi se fra (9.6), at

U? — V? = konstant, (9.8)

hvilket vi genkender som hyperblens ligning. Kurver med konstant r, dvs. en
bestemt afstand fra legemet og dermed en bestemt afstand i tyngdepotentialet,
afbildes altsa som hyperbler i Kruskal-diagrammet. Indsaettes horisonten r =
2M i (9.6) fas

V =40, (9.9)

og er en ret linje med haldningen +1 gennem origo. For konstante veerdier
af tiden t, ses det fra (9.7), at U/V = konstant, dvs. rette linjer i Kruskal-
diagrammet gennem origo med heeldningen tanh(t/4M). Nar ¢ — +oo, gar
(9.7) mod en ret linje med haeldningen 41, og er derfor repraesenteret pa samme
méde som (9.9) for horisonten r = 2M. Nar disse kurver afbildes pa Kruskal-
diagrammet, ser det ud som pa figur 9.1.

Lad os stoppe op og overveje, hvad vi er kommet frem til. Ved at tage ud-
gangspunkt i Schwarzschild-metrikken, har vi defineret nogle nye koordinater,
vis fysiske og geometriske fortolkning er praecis den samme, som fra vores dis-
kussion om Schwarzschild-horisonten. Hyperblerne repraesenterer kurver med
konstant afstand r, dvs. en bestemt afstand fra det gravitationelle objekt. Kur-
ver med konstant tid ¢ er repraesenteret ved rette linjer gennem origo, og kurver
med en heeldning pa 45° repraesenterer lyset. Men i modseetning til for, har vi
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Figur 9.1: Afbildning af Kruskal-diarammet. Ligheden med Rindler-kilen ses
ganske tydeligt.

ikke lavet en approksimation naer horisonten. Kruskal-koordinaterne er derfor
noget mere generelle end p og (, vores koordinater naer horisonten.

I litteraturen bruges Kruskal-koordinater ofte som en slags afrunding pa
gennemgangen af sorte huller - en alternativ made at visualisere begivenheds-
horisonten pé. I vores tilfzelde er det derimod en ganske naturlig méade at
visualisere sorte huller pa, fordi vi fgrst har arbejdet med Rindler-kilen og
Rindler-horisonten.

9.2 Koordinat- og gravitationelle singulariteter

Noget andet meget interessant ved Kruskal-metrikken er, hvordan den opfg-
rer sig ved horisonten r = 2M. I modseetning til Schwarzschild-metrikken er
Kruskal-metrikken ikke singuleer ved r = 2M, hvilket ses direkte ved at ind-
sette 1 = 2M i (9.3). Det faktum underbygger i hgj grad vores forklaring
af, hvorfor horisonten er en koordinat-singularitet: Vi kan skifte til nogle an-
dre koordinater, hvor singulariteten rent faktisk ikke opstar! Ikke nok med, at
singulariteten ved r = 2M er vak, sa kan Kruskal-kooridnaterne faktisk fortael-
le os, hvad der sker, selv nar vi har passeret horisonten, dvs. nar r < 2M. Fgrst
skal vi lige kigge igen pa (9.4) for r < 2M. Nar r = 2M har vi, at U =V =0,
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men nar r < 2M bliver U og V imagingere. Men U og V kan ogsa udtrykkes
pa en anden made, saledes at de er reelle i omradet r < 2M

r o\ 1/2 t
_ 0 r/4m v
U (1 5 ) e cosh <4 >

r \1/2 t
V= 0 r/dm . s
(1 2M) ¢ sinh <4M) '

Ligesom med (9.4) kan (9.10) indseettes i Kruskal-metrikken, siledes at vi igen
far Schwarzschild-metrikken. De to udtryk for r og t givet ved (9.6) og (9.7)
er de samme, lige meget om vi bruger (9.4) eller (9.10). Kigger vi pa (9.6) kan
vi se, at vi ogsa far en parabel nar r < 2M, men med den forskel, at fortegnet
bliver negativt. Dette ses pa figur 9.2. For i det fglgende at bevare overblikket,
vil vi angive de forskellige regioner i Kruskal-diagrammet med romertal. Som
det ses pa figuren, beskriver regionen I omradet af Kruskal-diagrammet hvor
r > 2M, og regionen II beskriver omradet hvor r < 2M.

Men hvad sker der, nar r = 07 I det tilfselde bliver Kruskal-metrikken,
ligesom Schwarzschild-metrikken, singular! Det geelder generelt, at alle koor-
dinater, der tager udgangspunkt i Schwarzschild-lgsningen, har til feelles, at
metrikken er singular ved r = 0. Punktet r = 0 repraesenterer altsd en omrade
i rumtiden, man ikke kan transformere vaek ved passende valg af koordinater. Vi
betegner = 0 en gravitationel singularitet, ogsa kaldet en fysisk singularitet.
Kigger vi igen pé (9.6), kan vi se, at for r =0 er

(9.10)

U? -v? =1, (9.11)

ligeledes vist pa figur 9.2.

Lad os kigge lidt nsermere pa den fysiske fortolkning af den gravitationelle
singularitet. Vi har fastslaet, at der ikke kan etableres en tovejskommunika-
tion mellem den indfaldende og den eksterne observatgr, nar den indfaldende
observatgr krydser Schwarzschild-horisonten. Men vi ved, at dette er en koor-
dinatsingularitet, og at den indfaldende ikke tilleegger passagen af horisonten
nogen serlig veerdi. Men hvad sker der for den indfaldende, nar han bevaeger
sig hen imod den fysiske singularitet » = 07 For at svare pa det, vil vi bru-
ge vores viden om tidsligt og rumligt separerede begivenheder igen, som vist
pa figur 2.1. Som naevnt, afbildes lyskeglen i Kruskal-diagrammet pa samme
made som i Minkowski-diagrammet. Selve “skelettet” af Kruskal-diagrammet
er altsa det samme som Minkowski-diagrammet. Vi kan derfor ogsa overfgre
vores viden om tidsligt og rumligt separerede begivenheder og bruge det pa
Kruskal-diagrammet.

Lad os sammenligne to observatgrer, en der befinder sig i region I, hvor
r > 2M, og en der befinder sig i region II, hvor < 2M. For at finde ud af, om
begivenhederne er rumligt eller tidsligt separerede, indtegner vi to lyskegler
i de to regioner, hvor observatgrerne befinder sig, som vist pa figur 9.3. For
observatgren i I geelder der, at fordi den hyperbel, han befinder sig pa, ligger
inden for den tidslige del af lyskeglen, vil han kunne befinde sig pa et hvilket
som helst punkt pa hyperblen i hans fremtid. Den fysiske fortolkning af dette
er, at han vil kunne blive i den samme afstand f.eks. » = 2.5M fra horisonten,
som tiden gar. Kigger vi pa observatgren i II, er situationen en helt anden. Her
ligger den specifikke hyperbel han befinder sig pa ikke indenfor den tidslige del
af den fremtidige lyskegle. Den tidslige retning derimod har retning mod den
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Figur 9.2: Kruskal-diagrammet hvor bade region I og II er afbildet.

gravitationelle singularitet = 0. For at komme fra en begivenhed i rumtiden til
en anden, der er tidsligt separeret (hvilket jo er et krav for et massivt objekt),
skal observatgren altsa teettere pa r = 0. Generelt har alle tidslige separerede
begivenheder (i fremtiden) for alle observatgrer i II retning mod r = 0. Det,
vi altsd kan konkludere, er, at nar man er kommet over pa den anden side
af koordinatsingulariteten » = 2M, er den gravitationelle singularitet r = 0
uundgaelig!

Den overordnede arsag til dette skal findes i skiftet pa fortegnet pa hyperb-
lerne i region I og II, hvilket rent grafisk vil sige, at de “vender” anderledes i de
to regioner. I region I har vi altsé at stigende U svarer til stigende r (afstanden
varierer langs U), hvorimod vi i II har at stigende V svarer til aftagende r
(afstanden varierer langs V). Men eftersom opfattelsen af tidsligt og rumligt
separerede begivenheder over hele Kruskal-diagrammet er den samme, mé det
ngdvendigvis fgre til den omtalte fortolkning af en uundgéelig singularitet. Alt
dette bunder i et sorts huls seerpraegede krumning af rumtiden.

Hvad sker der sa egentligt med den indfaldende observatgr, nar han falder
ind og rent faktisk “rammer” den gravitationelle singularitet? Et fyldestggrende
svar hviler pa brugen af feltligningerne, som vi ikke vil ga i detalje med her. En
detaljeret gennemgang kan findes i [14] kapitel 32.6, hvor det udregnes, hvad
der sker med en eksperimentel astrofysiker, der falder ind i singulariteten r = 0.
Hovedkonklusion er, at han vil blive kvast, fordi de gravitationelle kreefter pa
ham bliver for store, hvilket resulterer i hans endeligt.
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Figur 9.3: Kruskal-diagrammet med en lyskegle indtegnet i region I og region
IT for at forsta den uundgaelige singularitet r» = 0.

9.3 Den maksimalt udvidede Schwarzschild-lgsning

For fuldsteendighedens skyld vil jeg slutte med at sige, at Kruskal-metrikken
kan fortzelle os endnu mere, end det vi har kigget pa. Indtil nu har vi “kun”
beskrevet regionerne I og II. Men Kruskal-metrikken kan faktisk ogsa beskrive
regionerne III og IV, som vist pa figur 9.4. Rent matematisk er regionerne 111
og IV beskrevet ved at sendre fortegnet pa hhv. U og V i (9.4) og (9.10). Tabel
9.1 viser Kruskal-koordinaterne i de fire regioner. De fire regioner kaldes ogsa
den maksimalt udvidede Schwarzschild-lgsning, fordi det er den mest komplette
beskrivelse af sorte huller med udgangspunkt i Schwarzschild-metrikken, hvil-
ket ogsa var titlen pa Kruskals artikel (Mazimal Extension of Schwarzschild
Metric) [11].

Den fysiske fortolkning af ITI og IV er dog noget vanskeligere end I og II. Vi
kan teenke pa region I1I som et slags spejlbillede af region I, p4 samme made som
med Rindler-kilen pa figur 3.6. Laeg her maerke til, at kurverne med konstant ¢
i regione III gar fra t = oo til t = —o0, modsat region I, hvor de gar fra t = —oo
til ¢ = oo. Fordi der ikke er nogle tidsligt separerede begivenheder, der gar fra
I til I1T (dette ville kraeve overlyshastighed), kan region III ikke néas fra “vores”
region I, hverken frem eller tilbage i tid. Tilsvarende kan ingen fra III na os i I.
Regionerne I og IIT kaldes ogsa i litteraturen for asymptotisk flade omrader af
rumtiden, der betyder, at det er et omrade af rumtiden hvor tyngdefeltet (og
dermed rummets krumning) bliver negligibel uendeligt langt veek fra kilden til
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tyngdefeltet, og er i denne graense repraesenteret ved Minkowski-metrikken. Vi
har vist, at Schwarzschild-metrikken netop har denne egenskab. Rent teoretisk
kan de to regioner I og III forbindes vha. en sékaldt Einstein-Rosen-bro [5],
der netop af defineret som en struktur, der forbinder to asymptotisk flade
regioner af rumtiden. I populaervidenskaben kaldes dette ogsd et ormehul [23],
som i science fiction ofte forklares som en slags bro eller hul, der forbinder to
universer.

Kigger vi pa region IV kan vi se, at den ligesom region I indeholder en
singularitet, ligeledes ved = 0. Vi kan ogsé se, med vores viden om Mikowski-
diagrammets lyskegler, at regionen ligger inden for den fortidige del af keglen.
Her ligger singulariteten r = 0 altsa i fortiden i forhold til region II. Denne del
af rumtiden kaldes i litteraturen for et hvidt hul, der, som navnet antyder, er
det modsatte af et sort hul: Hvor det for et sort hul geelder, at man kan falde ind
i det udefra, og hvor end ikke lys kan undslippe, er et hvidt hul karakteriseret
ved, at den frastgder partikler, hvilket vil sige, at man ikke kan treenge ind i
den. Et hvidt huls mulige eksistens kan altsa ikke forklares ud fra gravitationel
kollaps af stjerner.

Vi kan alts& konkludere, at den maksimalt udvidede Schwarzschild-lgsning,
illustreret pa Kruskal-diagrammet 9.4, indeholder to asymptotisk flade regioner
(eller universer), hvor r > 2M (I og III) samt to regioner, der hver indeholder
en gravitationel singularitet ved r» = 0 (IT og IV). Med udgangspunkt i vores
forhandsviden om Rindler-kilen og koordinatsingulariteter har vi bygget videre
med Schwarzschild-metrikken og gravitationelle singulariteter, og pa den made
faet en dybdegaende forstéelse af gravitationelle aspekter af sorte huller.

Region U A%

I ﬁ — 1) 1/2 er/4m cosh (ﬁ) (ﬁ — 1)1/ er/4m ginh (ﬁ)

1T (1= 2) Zertimginh () (1= £7) "2 e/4m cosh (1)

11 — (55 — 1) P e imcosh () — (557 — 1)/ er/4m sinh ()
T 1/2 s m 3 T 1/ ‘s m

v — (1= )P ermsinh () — (1= 55) 7 er/4m cosh (1)

Tabel 9.1: Kruskal-koordinaterne U og V' i regionerne I-1V.
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Figur 9.4: Kruskal-diagrammet for den maksimalt udvidede Schwarzschild-
lgsning der viser alle fire regioner.
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Kapitel 10

Hawking-effekten

I dette kapitel vil vi kigge pa kvantemekaniske aspekter af sorte huller. Man
kan vise, at sorte huller i virkeligheden ikke er sorte. De udsender derimod ter-
misk straling i omegnen af begivenhedshorisonten med den sakaldte Hawking-
temperatur
T he?
8mrGME B

I dette kapitel vil jeg vise, hvordan udtrykket (10.1) opstar vha. vores viden
om Rindler-koordinater og sorte huller.

(10.1)

10.1 Kvantefeltteori i Minkowski-rummet

For at forklare Hawking-effekten skal vi egentlig kombinere kvantefeltteori med
den generelle relativitetsteori, som den engelske fysiker Steven Hawking gjorde
i 1974 [9]. Men der optraeder en tilsvarende effekt i Rindler-rummet, kaldet
Unruh-effekten, opkaldt efter den amerikanske fysiker William Unruh. Han ud-
ledte Unruh-effekten som en méde at forklare Hawking-effekten pa to ar efter
Hawkings artikel [26]. Det er vigtigt at pointere, at Hawking-effekten er en
semiklassisk teori, forstdet pa4 den made, at partikelaspektet af teorien bliver
behandlet kvantemekanisk i form af kvantefelteori, men tyngdekraften bliver
behandlet i form af den generelle relativitetsteori, der er en klassisk feltteori.
Der er saledes ikke tale om en fuldt ud kvantemekanisk teori, der forudseet-
ter en kvantemekanisk teori for tyngdekraften, hvilket der ikke eksisterer pa
nuveerende tidspunkt. Ikke desto mindre er Hawking-effekten en vigtig brik i
forstaelsen af tyngdekraftens indvirkning pa kvantefelter.

For at forklare Hawking-effekten, vil vi altsa tage udgangspunkt i Unruh-
effekten, der postulerer, at en Rindler-observatgr der befinder sig i Minkowski-
vakuum vil detektere et termisk spektrum af partikler. I takt med den i specialet
anvendte peedagogiske strategi vil vi bruge vores opnaede viden om Rindler-
koordinater til at forklare Unruh-effekten og lave overgangen til Hawking-
effekten vha. sekvivalensprincippet. For at fa en dybdegiende forstaelse af
Unruh-effekten skal vi kigge pa kvantefeltteori i Rindler-rummet. En forudsaet-
ning for at forsta dette er, at vi forst har styr pa kvantefeltteori i Minkowski-
rummet, sa lad os kort opridse de vigtigste resultater herfra. Falgende kapitel
er mere eller mindre en oversaettelse af kapitel 2.3 og 2.4 i klassikeren [17]. Vi
vil i dette kapitel bruge enheder hvor ¢ = h = 1.
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Kvantefeltteori er kombinationen af kvantemekanik og den specielle relati-
vitetsteori, der forenes i form af en feltteori. Vi vil tage udgangspunkt i det
simpleste felt, nemlig et reelt skalarfelt, ogsa kendt som Klein-Gordon feltet,
der beskriver feltet for en fri partikel med spin nul. Ligesom da vi kiggede
pa svagfelts-approksimationen til den generelle relativitetsteori, vil vi tage ud-
gangspunkt i Lagrange-mekanik. Vi teenker normalt pa Lagrange-funktionen L
som L =T —V, hvor T er den kinetiske energi og V er den potentielle energi.
Nu vil vi bruge Lagrange-densiteten £ defineret ved L = [ d®zL. Virkningen 9,
som bekendt er givet ved S = [ dtL, kan vi opskrive vha. Lagrange-densiteten

Som
Sz/dth/dtd%Ez/d“asﬁ. (10.2)

Fire-volumen d*z er invariant under en Lorentz-transformation, hvilket vi ogsa
kreever, at vores Lagrange-densitet skal veere. Derfor er det naturligt at bruge
virkningen S = f d*zL, fordi den er Lorentz-invariant, hvilket vi ngdvendig-
vis méa kreeve af kvantefeltteori. At denne Lorentz-invarians er et krav, kan vi
forsta lidt bedre ved at kigge pa, hvordan vi rent eksperimentelt afprgver parti-
kelfysikken. Lad os som eksempel tage opdagelsen af den for standardmodellen
uundveerlige brik, Higgs-partiklen. Denne partikel kan produceres gennem kol-
lisioner mellem to protoner, der i partikelacceleratorer bliver accelereret op til
energier i TeV-omradet, der i hastighed svarer til 99,9 % af lysets. Der er altsa
tale om ultrarelativistiske kollisioner, og vi mé derfor ngdvendigvis kraeve af
vores teori, at den er i overensstemmelse med relativitetsteorien. For at forsté
partikelfysikken skal vi derfor forene kvantemekanikken og relativitetsteorien.

Beveaegelsesligningen, dvs. Euler-Lagrange-ligningen, kan findes ud fra den
forsvindende variation af virkningen, §S = 0, mht. variationer af de friheds-
grader vi har med at ggre (f.eks. partiklernes koordinater). Euler-Lagrange-

ligningen er givet ved
oL oL
k) ~_ | - = =0, 10.3

(aa) - 7 1o

hvor 9,, = (0/0%, V) er fire-gradienten. I det fglgende vil vi betegne feltet med
¢, der ikke skal forveksles med vinklen i sfeeriske koordinater. Vi kan anskue
denne ligning som den relativistiske kontinuums udgave af den “normale” Euler-
Lagrange ligning givet ved (7.2). Lagrange-densiteten for et frit skalarfelt ¢ er
givet ved

1 1
L= 20 (06)(06) ~ gms” (10.4)
Indseettes (10.4) i Euler-Lagrange-ligningen (10.3) fas Klein-Gordon-ligningen
2 = 2

der har planbglgelgsningen ¢ = Ne*@rt=7%) hyor N er en normeringskon-
stant, og frekvensen har dispersonsrelationen givet ved wg =m?+p? Vivili
det folgende kalde lgsningerne for egensvingninger. Klein-Gordon ligningen kan
ogsa udledes i “almindelig” kvantemekanik, hvor energi og impuls erstattes af
deres operatorer £ — i0; og p — —iV og indsaettes i det relativistiske korrekte
udtryk for energien E? = m? + p?. Klein-Gordon ligningen udtrykker altsa,
pa en lidt abstrakt made, denne energidispersion. Dette faktum, og at 9,0*
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er relativistisk invariant, viser, at Klein-Gordon ligningen er en relativistisk
bglgeligning.

Det foregaende har veeret rent klassisk feltteori, og vi vil nu kvantisere
Klein-Gordon feltet ved at bruge en analogi til den kvantemekaniske harmoni-
ske oscillator. Lad os betragte et system med et diskret szt af positions- og
impulsvariable, som vi benzevner ¢; og p; henholdsvis. Vi kender de kanoniske
kvantiseringsregler fra kvantemekanik

n i5;
[Qz pz] 1045 (10.6)
[qiaqj] [ lvpj] = a
hvor
hvis 7 =
dij = 0 bvisi 7&‘7. (10.7)
1 hvisi=

er Kroeneckers delta. Nar bglgefunktionen blot er en funktion, og de oven-
naevnte kommutatorrelationer anvendes, kaldes dette ofte “fgrste-kvantisering”.
Det star i kontrast til den sakaldte “anden-kvantisering”, hvor vi ophgjer vores
bglgefunktion ¢ fra en bglgefunktion til en operator.

Fordi Klein-Gordon ligningen (10.5) er bglgefunktionen for et felt, har den
et kontinuum af frihedsgrader (veerdien af ¢ i ethvert punkt i rumtiden). Vi vil
nu generalisere ovennavnte kommutatorrelationer til

[6(@), 7 ()]

(@ — &)
[6(Z), ()] [fr(f) #(@)] =

hvor 63(# — ') er deltafunktionen, og # er impulsen, som vi associerer med
Klein-Gordon feltet.

Vi skal dog forst finde ud af, hvordan vi helt konkret skal kvantisere Klein-
Gordon-feltet, og for at ggre det vender vi tilbage til det det klassiske Klein-
Gordon felt og ekspanderer den vha. en Fourier-transformation

8

(10.8)

- d3p IDE (=
o@1) = [ e o) (10.9)

Indseettes (10.9) i Klein-Gordonligningen (10.5) fas

- &Pp [0? i =
0.0 = [ o |3~ 9 | 7o (10.10)
dp o[ 0?

_ / (Qﬂz;ge“"w {at? + (ﬁ2+m2)} o(7,t) (10.11)
=0, (10.12)

hvor vi har ladet 92/0t2 og V2 virke pa cksponentialfunktionen. Ovenstaende
mé geelde for alle ¢(p)t), saledes at

82
L%z +(Ipr* + mQ)} (p,t) = 0. (10.13)
Omskriver vi til 52
¢(p.t) = —(|p1* + m*)p (5, 1), (10.14)

o2
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kan vi se, at det blot er ligningen for en simpel harmonisk oscillator (som i
bgger om klassisk mekanik ofte ses pa formen & = —w?z) med frekvensen

wp =/ |p|? + m2. (10.15)

Den harmoniske oscillator er en model vi kender ganske godt, og vi vil nu kvan-
tisere Klein-Gordon feltet vha. den kvantemekaniske harmoniske oscillator. For
at lette notationen vil vi blot betragte oscillatoren i én dimension, s& impulsen
er p og ikke p. Husk p& at Hamilton-operatoren (per masseenhed m) for den
harmoniske oscillator er givet ved

N 1 1 ~
H= 5132 + §w2¢2 (10.16)

For at finde dennes egenveerdier introducerer man ofte de ikke-Hermitiske sé-
kaldte stigeoperatorer a og af

w [ 7

o= /= ~p 10.1
a= 5 (9+20) (10,17
N L i 5 10.1
it =[5 (- 20). (10.15)

som vi kan invertere til 1

b= o+ al 10.19

6= ata+a) (10.19)

p= —i%(d —ah. (10.20)

Indsaetter vi (10.19) og (10.20) i kommutatorrelationerne givet ved (10.8), som
for den harmoniske oscillator bliver [¢,p] = ¢ og [¢, 9] = [p,p] = 0, medforer
det, at

1 (10.21)

a.af]
,a) =0 (10.22)

[a
Indseetter vi (10.19) og (10.20) i (10.16) fas

al

H=w(ala+1). (10.23)

Vi betegner egentilstandene for den harmoniske oscillator med |n), og definerer
oscillatorens vakuumtilstand |0) ved a|0) = 0, med egenverdien fw. Vha.
kommutatorrelationerne (10.21) og (10.22) kan man vise, at [H,al] = wa' og
[ﬁ ,a] = —wa, hvilket man igen kan bruge til at vise, hvordan  og a' virker pa
egentilstandene |n)
iln) = viln 1)
alln) =vn+1|n+1).

Det fremgar altsa, at a fratreekker et kvantum fra oscillatoren, hvorimod af
tilfgjer et kvantum til oscillatoren. Derfor kaldes @ og af ogsa henholdsvis
annihilations- og kreationsoperatorer. En tilstand med n partikler opnas ved
gentagne gange at anvende a'

(10.24)

1 ,.n
|n>:ﬁ(af) |0). (10.25)
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Ved at bruge (10.24) kan vi vise, at
ata|n) =n|n), (10.26)
og derfor er forventningsveerdien givet ved
(n]ata|n) = (n| N |n) = n, (10.27)

hvor N = a'a. Vi kan altsa se, at N angiver (eller taeller) antallet af kvanter
i oscillatoren, hvorfor den ogsa kaldes teelleoperatoren. Energien er givet som
forventningsveerdien af Hamilton-operatoren, hvorfor vi far

E=wn+3). (10.28)

Tilstandende |n), der er egentilstande for talleoperatoren, udger en basis for
hele Hilbert-rummet, kendt som Fock-basen. Rummet, der konstrueres fra den-
ne basis, kaldes Fock-rummet.

Lad os nu stille os selv et trivielt spgrgsmal: Hvad er forventningsveerdien
af N i vakuum? Svaret er givet ved (0|ata|0) = 0, fordi a|0) = 0. Vi skal
senere bruge denne forventningsveerdi af teelleoperatoren i vakuum til at vise
Unruh-effekten.

Lad os vende tilbage til Klein-Gordon feltet. Vi bruger nu den omtalte
analogi til den harmoniske oscillator og siger, at for hver egensvingning med
impuls p’ af Klein-Gordon feltet er der en tilsvarende harmonisk oscillator med
operatorer G og a'. I analogi med (10.19) og (10.20) er den generelle ekspansion
af Klein-Gordon-feltet givet ved

N d3p 1 ~ iD-T ~ —ip-T
o= s et ge). o

og tilsvarende for #(x). For at kommutatorrelationerne skal veere givet ved
(10.8), mé& der derfor geelde

[z, %] = (2m)%6(5 — p"). (10.30)

Vi har nu kvantiseret Klein-Gordon feltet! Til sidst vil vi opskrive feltet
i Heisenberg-billedet, hvor tilstandsvektorerne er tidsuafheengige, men hvor
operatorerne til gengzeld beerer tidsathengigheden. En operator i Heisenberg-
billedet er givet ved

() = §(@, 1) = e G(@)e 1t (10.31)

Ved en leengere udregning, se kapitel 2.4 i [17], kan man vise, at Klein-Gordon-
feltoperatoren i Heisenberg-billedet kan skrives pa den elegante form

Yo dgp 1 ~ —i(wpt—p-T) ~T i(wpt—p-T)
o&:1) = (2m)3 Twp (aﬁe ' Tazer ) (10-32)
dBp 1 L ipx | At ipa
- / (2m)% /2w, (aﬁe B a;;e ’ ) ’ (10.33)

hvor vi har brugt den kompakte notation p = p* = (wp, p) og & = z* = (¢, z)
saledes at p-o = wpt —p- 2. Nu kan vi se, at feltet ¢(Z, t) i Heisenberg-billedet er
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en ekspansion i dens egensvingninger, dvs. en ekspansion i Igsningerne til Klein-
Gordon ligningen e**P®. Vi kan ogsa fortolke det pa en anden made ved at huske
tilbage til “almindelig” kvantemekanik og betragte tidsudviklingsfaktoren (fase-
faktoren) for en stationser tilstand i Schrédinger-ligningen

(i, t) = (B)eFH/N, (10.34)

hvor vi, for at veekke genkendelsens gleede, midlertidigt har skrevet den i enhe-
der med Plancks konstant k. Fasefaktoren e ~*#*/" forbinder vi altsa med positiv
energi (som vi kalder frekvens i enheder hvor i = 1). Hvis vi fortolker eksponen-
tialfunktionerne e~""'* og e'* i (10.33) som enkelt-partikel bglgefunktioner,
svarer de til tilstande med henholdsvis positiv og negativ frekvens, fordi de in-
deholder henholdsvis e ~*»* og e?“»t. Bruger vi vores viden om annihilations- og
kreationsoperatorer, kan vi altsé se, at annihilation af en partikel med positiv
frekvens, Gze~P®, og kreationen af en partikel med negativ frekvens, &;ei’"f’:,
indgar pa lige fod i ekspansionen af feltoperatoren. Denne fortolkning skal blive
meget vigtig i vores forstaelse af Unruh-effekten.
For at lette notationen i det fplgende vil vi bengevne (de normerede) egensving-

ninger pa fglgende made

1 1 a
foi= P E—wpt) (10.35)

fi= e P Twpt) (10.36)

7 G e

hvor f5 og fg. betegner egensvingninger med henholdsvis positiv og negativ
frekvens. Klein-Gordon feltet er nu givet ved

$(3,1) = / @p (apfy +als3) . (10.37)

Inden vi gar videre, vil vi stille os selv endnu et trivielt spgrgsmal. Hvad
ser en Minkowski-observatgr i Minkowski-vakuum? Svaret er givet ved at tage
forventningsveerdien af N i Minkowski-vakuum dvs. (O] d} az|0a7) = 0. En
Minkowski-observatgr i vakuum vil altsa ikke detektere nogle partikler, som
forventet. En forudssetning for ikke at detektere nogle partikler er, at vi kan
fortolke @ og a' som henholdsvis annihilations- og kreationsoperatorer. Der
ma aldrig veere tvivl om, at @ altid er annihilationsoperatoren, og at a' al-
tid er kreationsoperatoren. Laver vi en Lorentz-transformation til en anden
Minkowski-observatgr, vil han stadig have den samme fortolkning af @ og af,
og de vil derfor begge have den samme opfattelse af vakuum. I det fplgende vil
vi undersgge, hvad der sker, hvis fortolkningen af @ som annihilationsoperator
og a' som kreationsoperator bryder sammen.

10.2 Kvantefeltteori 1 en krum rumtid

Lad os nu forestille os, at vi har to forskellige Fock-rum, hvori feltekspansionen
er givet ved

¢=> (aifi+alf) (10.38)
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og

¢

Z@igi + bl 7). (10.39)

(3

Lad os kalde de to rum henholdsvis f-rummet og g-rummet. Egensvingninger-
ne f; og f* samt operatorerne a; og ELI tilhgrer altsd f-rummet og egensving-
ningerne g; og g; samt operatorerne b; og i)j tilhgrer g-rummet. Fordi det er
to forskellige Fock-rum, er der derfor ogsa to forskellige vakuum, givet ved
a;|0f) =0 og b; |0g) = 0. For at lette notationen og udregningerne er vi gaet
veek fra kontinuumsbeskrivelsen og betragter i stedet indekset ¢ som veeren-
de diskret, hvorfor vi summer (ikke integrerer) over indekset i ekspansionen
(10.38) og (10.39). Da begge Fock-rum er komplette, kan egensvingningerne g;
udtrykkes vha. f; og omvendt

g9i =Y (aijfj+ Bijf7) (10.40)

J

fi =Y (ajigs — Biig))- (10.41)
J

Dette er en sakaldt Bogolubov-transformation, og a;; og 8;; kaldes Bogolubov-
koefficienter. Vi kender Bogolubov-transformationen fra mange andre grene af
fysikken, iseer indenfor mangelegemefysik, sasom faststoffysik og kernefysik,
hvor feellestraekket er, at Bogolubov-transformationen bruges til at beskrive
systemer med “pairing”-effekter mellem partiklerne. Den oprindelige anvendel-
se af transformationen var i forbindelse med superledning, hvor man indfgrte
en Bogolubov-transformation mellem operatorerne for spinorbitaler for at di-
agonalisere Hamilton-operatoren, der beskriver superledningen, den sakaldte
BCS-Hamilton, og dermed finde energispektret for systemet. Det er med sam-
me metode, at man i kernefysik bruger Bogolubov-transformation til at beskrive
det sakaldte “pairing”-vekselvirkning mellem nukleoner. Vi vil ikke ga i detal-
je med, hvordan Bogolubov-koefficienterne er givet, og hvordan man udregner
dem, for en detaljeret gennemgang se f.eks. [3, 1]. Lad os i stedet antage at
transformationen gaelder og se pa den fysiske konsekvens af dette. Der geelder
ogsé en tilsvarende Bogolubov-transformation mellem operatorerne a; og b;

&i = Z(ajii)j + ﬁj*li);r) (10.42)

J

b = (aj;a; — B5;ah) (10.43)
J
Nu er det ganske simpelt at vise, at de to observatgrer, en der befinder sig i f-
rummet med ekspansionen (10.38), og en der befinder sig i g-rummet med eks-
pansionen (10.39), ikke ngdvendigvis har samme opfattelse af vakuum. Lader
vi annihilationsoperatoren b; fra g-rummet virke pa f-rummets grundtilstand
|Of> fas

bilog) == B85 11p);, (10.44)
;

der ikke ngdvendigvis er nul. Vi kan se, at udtrykket kun giver nul, hvis samtlige
Bogolubov-koefficienter i summen er nul. Nu kan vi ogsé regne forventnings-
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veerdien af lA)le)l i f-vakuum, som vi ved angiver antallet af partikler
(0010 [05) = > BBy = D18l (10.45)
J J

Antallet af partikler i f-vakuummet er altsa givet ved >_ | B;il?. Det der ligner
vakuum fra én observatgrs perspektiv, kan indeholde partikler ifglge en anden
observatgr. Det kan ses direkte fra (10.43), hvorfor det forholder sig sddan.
Hvis 5%, = 0, s& vil en annihilationsoperator i det ene rum ogsa svare til en
annihillationsoperator i det andet rum, og hvis 5, # 0, sa vil annihilationso-
peratoren i det ene rum veere en superposition af en annihilationsoperator og
en kreationsoperator fra det andet rum.

Dette var et lille matematisk sidespring, s& lad os lige minde os om igen,
hvad det var, vi ville udlede, nemlig at en observatgr, der undergar konstant
egenacceleration, vil observere et termisk spektrum af partikler, ogsa kaldet et
Planckspektrum. Det skal ses i forhold til en Minkowski-observatgr, der ikke
observerer noget. Det hele bunder i, at vi gerne vil beskrive accelererende obser-
vatgrer, som matematisk kommer til udtryk ved Rindler-koordinaterne. Grun-
den til, at Unruh-effekten opstar, ligger i accelerationen og maden hvorpa den
pavirker Minkowski-rummet. I kvantefeltteorien har det den konsekvens, at der
mellem en Rindler-observatgr og en Minkowski-observatgr ikke leengere hersker
enighed om, hvad der er annihilationsoperatorer, og hvad der er kreationsope-
ratorer, og derfor ogséd hvad der forstas ved et vakuum. Rent matematisk er
det givet ved Bogolubov-transformationen, som vi kan anskue som en transfor-
mation mellen Rindler-rummets og Minkowski-rummets kreations-og annihi-
lationsoperatorer. Derfor er det vigtigt at forstd Bogolubov-transformationens
betydning.

10.3 Rindler-koordinater igen

Vi vil nu kigge pa Rindler-koordinaterne igen, omend i en lidt anden udgave

end vi har set for. Vi definerer de nye Rindler-koordinater, £ og n saledes, at ¢
og x er givet ved

t= le“g sinh(an)

‘11 (10.46)

T = aeag cosh(an),

hvor a er accelerationen, som ikke ngdvendigvis er lig egenaccelerationen. Sam-
menligner vi med (3.18) og (3.19), kan vi se, at forholdet mellem de nye og gamle
Rindler-koordinater er givet ved o = ae™% og an = ar = 7 = ¢%n. Indsatter
vi (10.46) i rumtidsintervallet

ds® = dt* — dx?, (10.47)
og bruger den sadvanlige cosh? z — sinh? z = 1 fas
ds? = € (dn* — de?). (10.48)

Fordelen ved at definere Rindler-koordinaterne pa denne nye méde er, at Rindler-
metrikken er sékaldt konform invariant, hvilket i dette tilfeelde betyder, at den
kun afskiller sig fra Minkowski-metrikken ved fasefaktoren e?*¢. Helt generelt
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er en konform transformation af metrikken givet ved g,, — Q(x)%g,., hvor
Q(x) er en reel og kontinuert funktion, som vi her identificerer med . Man
kan vise, se f.eks. appendiks G i [3], at hvis m = 0 er ogsa virkningen S og
dermed feltligningerne invariante under en konform transformation. I vores til-
faelde betyder det, at den masselgse Klein Gordon-ligning i Rindler-rummet har
samme form som Klein-Gordon ligningen i Minkowski-rummet. For at lette ud-
regningerne i resten af kapitlet, vil vi kun arbejde i to dimensioner saledes, at
vi har en tidskoordinat og én rumkoordiant.
Den geometriske fortolkning af Rindler-koordinaterne (¢, 7) er den samme,
som vi kender, hvilket indses ved at udregne
z? —t? = i.92‘15.

= (10.49)

For konstant £ kan vi se, at dette er en hyperbel, som det ses pa figur 10.1.
Vi kan ogsa fa en anden Rindler-kile ved at spejle kilen i regionen R i t-aksen.
Dermed bliver kilen i regionen L et spejlbillede af den hgjre kile. Det opnas
rent matematisk ved at sendre fortegnet i (10.46). Det har den konsekvens, at
tiden er inverteret i den venstre kile i forhold til den hgjre, forstaet pa den
made, at i den venstre kile, L, aftager tidskoordinaten n med stigende t. Vi kan
se det, hvis vi kigger pa figur 10.1 igen. Hvis vi forleenger tidslinjerne (de rette
linjer) ind i den venstre kile, s& speender de over 1 = oo til n = —o0, hvorimod
de i den hgjre kile spaender fra n = —oo til n = oco. Lidt groft kan vi sige, at for
en observatgr i den venstre kile, gar tiden i den modsatte retning. Dette bliver
ganske vigtigt, nar vi kigger pa Klein-Gordon-ligningen i Rindler-rummet.

t

N
N
,

Figur 10.1: Rindler-kilen. Rindler-koordinaterne ¢ og n angiver henholdsvis
hyperblerne og de rette linjer.
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10.4 Kvantefeltteori i Rindler-rummet og
Unruh-effekten

Lad os nu vende tilbage til Klein-Gordon-ligningen. Som naevnt har den mas-
selgse Klein-gordon-ligning samme form i Rindler-rummet, hvorfor vi ssetter
m =01 (10.5)

otz 0x?

Vi kan betragte dette felt som en slags forsimplet udgave af Maxwells ligninger.
Husk pa at Maxwells ligninger kan skrives vha. fire-vektorer pa den kompakte
form 0,F* = poJ*, hvor F*” er den elektromagnetiske felttensor givet ved
Fr = gAY — 9 A*. Her betegner A* fire-potentialet A* = (V, A), hvor V er
skalarpotentialet og Aer vektorpotentialet, og J# er fire-strgmmen givet ved
J* = (p,J), hwvor p er ladningsdensiteten og J er stromdensiteten. Vi kan lave
bestemte transformationer af fire-potentialet uden at sendre pa de elektriske
og magnetiske felter, ogsa kaldet gauge-transformationer, hvilket betyder, at
Maxwells ligninger er invariante under en gauge-transformation. I den sékaldte
Lorentz-gauge er 9,A" = 0, hvilket medfgrer, at 9,0"A” = poJ”, der i det
tomme rum er givet ved 9,0"A¥ = 0. Vi kan altsa se, at (10.50) har samme
form som Maxwells ligninger i Lorentz-gauge, hvor forskellen er, at A* er et
vektorfelt, der i den kvantiserede udgave beskriver partikler med spin-1, sdsom
fotonen, hvorimod ¢ er et skalarfelt, der beskriver partikler med spin-0.

Grundet den konforme invarians har Klein-Gordon ligningen samme form i
Rindler-koordinater

0'0,¢ = ( o - o ) ¢ =0. (10.50)

2a¢ 0? 02
og adskiller sig kun fra Klein-Gordon-feltet i Minkowski-rummet ved fasefak-
toren e~2%. Lad os kigge pa lgsningerne i regionen R, og lad os starte med
egensvingningerne med positiv frekvens, der er givet ved

e~ wntipe, (10.52)

W= i

hvor 1/v/4mw er normerigskonstanten i to dimensioner. Egensvingningen med
negativ frekvens er givet ved 9y r- 1 regionen L er sagen dog en anden. Husk
pa at tidskoordinaten 7 er inverteret i L. Vi kan ogsad se det matematisk ud
fra (10.46). I L er t = —(1/a)exp(a)sinh(an) = (1/a)exp(af)sinh(a(—n))
grundet regnereglen — sinh(z) = sinh(—xz). Vi skal altsa lave transformationen

n — —n saledes, at

gp.L = L gentine, (10.53)

dTw

Den tilsvarende svingning med negativ frekvens er givet ved g, ;. Lad os
stoppe op og taenke over dette. I Rindler-rummet er der altsa to forskelli-
ge udgaver af negative og positive egensvingninger. I forhold til Minkowski-
rummet er der altsd uoverensstemmelse mellem, hvad der er en positiv og ne-
gativ egensvingning i de to rum. Fra foregaende kapitel ved vi, at en Rindler-
observatgr og en Minkowski-observatgr derfor heller ikke er enige om, hvad
der er en annihilationsoperator og en kreationsoperator. F.eks. vil en Rindler-

annihilationsoperator vaere givet ved en superposition af en annihilations- og
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kreationsoperator fra Minkowski-rummet, og dermed kan de heller ikke veere
enige om, hvad de opfatter som vakuum. Vi ved nu, med vores opnéede vi-
den om Bogolubov-transformationer, at sammenhaengen mellem Minkowski-
og Rindleroperatorer netop er givet ved (10.42) og (10.43).

For at holde styr pa de forskellige egensvingninger definerer vi nu to seet
egensvingninger, én defineret i R og én defineret i LL

1 —iwn+ipé R
(1) _ ) Vana© 10.54
9p {0 I ( )
1 +iwn+ipé L
2) _ ) Vira © 10.55
Ip { 0 R ( )

Egensvingningen (10.54) er komplet i R og (10.55) er komplet i L. Vi kan nu
opskrive det kvantiserede Klein-Gordon-felt i Rindler rummet vha. (10.54) og
(10.55) (og deres kompleks konjugerede)

$= / dp (B0 g8 + BT gfD* + BPg + B Tg*) (10.56)

hvor Rindler-vakuum er defineret ved b](,l) 0g) = b§,2) |0r) = 0. Denne ekspan-
sion i Rindler-rummet er altsa noget anderledes end den tilsvarende i Minkowski-
rummet

é:/@@$+@gy (10.57)

hvor Minkowski-vakuum er givet ved a,|0as) = 0. Selvom bade (10.56) og
(10.57) kan bruges som ekspansion af Klein-Gordon-feltet, er deres fortolkning
som et Fock-rum forskellige, f.eks. er deres vakuum forskellige.

Vi er nu klar til at spgrge, hvad en Rindler-observatgr ser i Minkowski-
vakuum. For at svare pa det, skal vi som bekendt tage forventningsveerdien af
teelleoperatoren N = l;;f,l;p for Rindler-partikler evalueret i Minkowski-vakuum

dvs. (Op] BLBP |Oar). Fordi en annihilationsoperator i Rindler-rummet er gi-
vet ved en superposition af annihilation- og kreationsoperatorer i Minkowski-
rummet, ved vi, at l;p |0ar) # 0, hvilket medfgrer, at en Rindler-observatgr, der
rejser igennem Minkowski-vakuum vil detektere partikler, selvom Minkowski-
observatgren vil anskue den som vaerende tom.

Nar vi sa ved, at en Rindler-observatgr rent faktisk vil detektere partikler i
Minkowski-vakuum, hvilke slags partikler er det sa? For at svare pa det, skal vi
finde ud af, hvordan Rindler-operatorerne l;p og l;; er relateret til Minkowskio-
peratorerne, dvs. at vi skal finde Bogolubov-koefficienterne og pa den méade
udregne (0| l;;)f)p |0as). Denne udregning er dog meget omfattende, si lad mig
i stedet opridse en simplere metode, som Unruh selv brugte [26]. Denne metode
bygger pa at definere nye egensvingninger, der tager udgangspunkt i Rindler-
egensvingningerne (10.54) og (10.55), og rent analytisk udvide dem saledes, at
de er veldefineret i bade R og L samtidigt. P4 den made vil disse nye egensving-
ninger have samme vakuumtilstand som Minkowski-egensvingningerne (der jo
netop ogsé er veldefineret i bade R og L). Dette kan pa tilvarende vis ogsa gores

med Rindler-operatorerne lA)Z(,l) og 131(,2). Selve udregningen er lidt omfattende, se
f.eks. [3, 1], s& her vil jeg blot skrive resultatet op

L 1

s mw/2a £(1) —mu/2aA(2)T)
e ¢ +e c. , 10.58
P 2sinh(7w/a) ( b ( )

p
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él(,l) og 61(72) netop er operatorer, der har

med et tilsvarende udtryk for 131(,2), hvor
samme vakuum-tilstand som operatorerne i Minkowski-rummet, dvs. 61(71) |Oar) =

61(72) |0az) = 0. Vi er nu klar til at udregne forventningsveerdien

(0a1] NM [01) = (07| BEVTBEY [04)
e*ﬂ'w/a
- 2sinh(rw/a) (10.59)
_ 1
e2rw/a _ 1°

Sammenligner vi dette med Plancks stralingslov

ha’ 1
1w.T) = 55 o7 (10.60)

hvor kg er Boltzmannkonstanten, og hvor vi for at kunne genkende udtrykket
har skrevet alle enhederne ud for en kort bemerkning. I(w,T) er intensiteten
af lyset pr. bglgeleengdeinterval og for en given temperatur 7. For bedre at
sammenligne med (10.59), skriver vi stralingsloven i enheder hvor i = ¢ =
kp =1, sddan at

1

I((JJ,T) o m,

(10.61)
og vi kan se, at forventningsveerdien (10.59) har samme form som et Planck-

spektrum med temperaturen
a

= %.
En observatgr, der beveeger sig med uniform acceleration igennem Minkowski-
vakuum, vil altsé se et termisk spektrum af partikler. Dette er den sakaldte

Unruh-effekt eller Unruh-straling, og temperaturen af denne straling er givet
ved (10.62).

(10.62)

10.5 Hawking-effekten

Nu er vi langt om laenge i stand til at komme frem til Hawking-effekten. Pa
samme made, som vi brugte sekvivalensprincippet til at komme fra begiven-
hedshorisonten i den specielle relativitetsteori (Rindler-horisonten), til begiven-
hedshorisonten i den generelle relativitetsteori, (Schwarzschild-horisonten) vil
vi ligeledes her bruge sekvivalensprincippet til at komme fra Unruh-effekten til
Hawking-effekten. Vi kan altsa erstatte den acceleration Rindler-observatgren
undergar, med et tyngdefelt der virker i modsatte retning. Hvilket udtryk for
tyngdekraften skal vi indsaette? Vi har set, at Rindler-metrikken har samme
form som Schwarzschild-metrikken ner horisonten, sa vi indseetter derfor tyng-
dekraften ved overfladen af det sorte hul, som vi betegner . Altsa indseetter
via=—k1i(10.62)
K

T= o (10.63)
Denne sterrelse kan udledes i den generelle relativitetsteori, se f.eks [3], men i
stedet for at gennemga denne udregning, vil jeg blot vise, at man vha. Newtonsk

fysik far samme resultat som en korrekt relativistisk udledning. Betragter vi et
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legeme, der forarsager tyngdeaccelerationen g = —M /r? og indszetter Schwarz-
schildradien r = 2M fas k = —1/4M. Altsa far vi, at den straling, der bliver
udsendt fra horisonten, har temperaturen

1
T = .
8t M

(10.64)

Vi har altsd vist, at en stationser observatgr udenfor et sort hul vil se den sé-
kaldte Hawking-straling, ligesom en Rindler-observatgr i vakuum vil se Unruh-
straling, som det er illustreret pa figur 10.2.

Lad mig for fuldsteendighedens skyld nsevne en anden made at forklare
Hawking-effekten pa, der ofte er anvendt i litteraturen, se f.eks. kapitel 4 i [23],
eller kapitel 17 i [25] for en mere matematisk gennemgang. Forklaringen bygger
pé, at det sorte huls tyngdepavirkning er s& kraftig, at det kan skabe et partikel-
par bestaende af en partikel og dens antipartikel, fordi tyngdekraften “trsekker
s& hardt” i et virtuelt partikelpar, at det er energimeessigt favorabelt at parret
dannes. Hvis et sddant partikelpar skabes omkring horisonten r = 2M, kan
man forestille sig et scenarie, hvor den ene partikel (f.eks. en elektron) skabes
lige akkurat udenfor horisonten, hvorimod dens antipartikel (positronen) ska-
bes akkurat indenfor horisonten. Positronen vil derfor falde ind mod centrum af
det sorte hul, dvs. ind mod den uundgaelige singularitet » = 0, mens elektronen
kan vriste sig bort fra det sorte hul og detekteres af en observatgr der er i en
bestemt afstand veek fra det sorte hul. I denne forklaringen er tilstedeveerelsen
af horisonten dermed helt essentiel.

For at fa en bedre fornemmelse af udtrykket for Hawking-temperaturen gi-
vet ved (10.64), indfgrer vi igen enhederne G, ¢, h og kp, hvormed temperaturen
kan skrives

he3
T=—"—. 10.65
8TGMkp ( )
Hvis vi udtrykker temperaturen i forhold til solens masse Mg fas
M
T~107"K=2. 10.
0 % (10.66)

Hvis solen var et sort hul, ville den altsad udsende straling ved overfladen med
temperaturen 7 ~ 10~7K. Sammenligner vi f.eks. med den kosmiske mikro-
bglgebaggrundsstraling, der har temperaturen 7' ~ 2.73 K, kan vi altsa se, at
Hawking-temperaturen er meget lavere, end vi kan male, og i skrivende stund
er Hawking-straling da heller ikke blevet observeret.

Grundet sammenhasengen mellem Hawking-straling og Unruh-straling, er
det derfor interessant at undersgge, om Unruh-straling kan detekteres. Rent
eksperimelt er det i hvert fald mere tilgeengeligt at arbejde i et laboratorium
med partikler der undergar konstant egenacceleration og disses straling end at
male pa stralingen fra sorte huller. Vender vi tilbage til udtrykket for Unruh-
temperaturen og genindfgrer enhederne, far vi

ha

T= . 10.67
271'0/65 ( )

Tager vi et jordneert eksempel, s& kan man i princippet bruge Unruh-effekten
til at bringe en beholder med vand i kog, hvis den accelereres tilstrackkeligt.
Vand koger ved T = 325 K og indszttes dette, far vi, at a ~ 10%?m/s?. Denne
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acceleration overskrider dog klart, hvad der rent praktisk er muligt. Dette var
bare et taenkt scenarie for at fa lidt intuition for Unruh-effekten, men der er ogséa
serigse forslag pa eksperimenter, der kan udfgres for at detektere stralingen. Her
kan f.eks. neevnes en metode, se [4], hvor Unruh-straling i pricippet vil kunne
detekteres ved at studere vekselvirkningen mellem et ultraintenst laserfelt og
en elektron.

Til sidst kan naevnes en interessant analogi til sorte huller, som Unruh selv
udbredte i 1970’erne. Det startede som en simpel analogi fra Unruhs side, men
har siden banet vejen for serigs forskning [27]. For en paedagogisk tilgang se
[10], som folgende gennemgang bygger pé. Forklaringen beror pé at der er en
teet analogi mellem udbredelsen af lyd i en turbulent vaeske og lys i en krum
rumtid. Fordi Unruh- og Hawking-effekten er kvantefsenomener, er det derfor
ngdvendigt at studere lydbglger pa det mikroskopiske plan, for at analogien
bliver korrekt. Det kan f.eks. ggres i kvantegasser hvor temperaturen er teet
pa det absolutte nulpunkt, f.eks. i Bose-Einstein-kondensater. Her kan man
studere kvantemekaniske egenskaber af lydbglger, vis kvantum kaldes fononer.
Néar fononer udbredes i en veeske, der beveeger sig uniformt, opfgrer de sig
som fotoner i en flad rumtid. Men i en vaeske der bevaeger sig ikke-uniformt,
@ndres fononernes hastighed og de kan blive rgdforskudt ligesom fotoner i en
krum rumtid. Faktisk kan en veeskegennemstrgmning have samme indvirkning
pé lyd som en sort hul kan have pa lys. En made at realisere dette pa er ved
at bruge en sakaldt Laval-dyse, der er en timeglasformet dyse, som det ses
pa figur 10.3 og som vi f.eks. genkender fra motorerne pa rumfeerger. Dysen
er konstrueret pa en sadan méde, at veesken kommer op pa og faktisk over-
skrider lydens hastighed pa det snzevreste punkt pa dysen. Den indkommende
vaeske er subsonisk, dvs. dens hastighed er lavere end lydens, men grundet
dysens indsnaevring bliver vaesken accelereret op til lydens hastighed. Pa den
anden side af indsneevringen bliver vaesken supersonisk, dvs. dens hastighed
bliver stgrre end lydens. Lydbglger i den subsoniske del kan bevaege sig mod
strgommen, pa bekostning af at deres bglgeleengde bliver leengere. Nar vaesken
til gengeeld har passeret indsnsevringen, kan lydbglger ikke beveege sig mod
stremmen. Vi kan nu tydeligggre analogien til det sorte hul. Den subsoniske
del svarer altsd til omradet r > 2M (region I pad Kruskal-diagrammet) hvor
lyset rgdforskydes, nar det beveeger sig i den modsatte retning af tyngdefeltet.
Den supersoniske del svarer til r < 2M (region II pa Kruskal-diagrammet),
hvor en observategr ikke kan undslippe og har retning mod den uundgaelige
singularitet r = 0. Indsnaevringen pa dysen svarer til horisonten r = 2M, der
markerer overgangen mellem de to regioner.
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Figur 10.2: Hawking- og Unruh-effekten. Til venstre ses en stationzer observatgr
ved horisonten, der detekterer den termiske Hawking-straling. Til hgjre ses en
Rindler-observatgr i vakuum, der detekterer Unruh-straling. Illustration: Troels
Marstrand

Figur 10.3: Qverst ses Laval-dysen. I den vestre del af dysen (den subsoniske)
kan lydbglger bevaege sig mod strgmmen og i den hgjre del af dysen (den
supersoniske) kan lydbglgerne kun bevaege sig i samme retning som strgmmen.
De to regioner er adskilt af indsnaevringen. Nederst ses en grafisk afbildning af
det sorte hul for at tydeligggre analogien.






Kapitel 11

Konklusion

I dette speciale har jeg lettet forstaelsen af gravitationelle og kvantemekaniske
aspekter af sorte huller ved at tage udgangspunkt i den specielle relativitetste-
ori. Jeg har kigget pa den rolle, acceleration spiller i den specielle relativitet-
steori og udledt egenaccelerationen, dvs. den acceleration en partikel oplever i
sit hvilesystem. Jeg har dernsest vist, at beveegelsen for partikler, der under-
gar konstant egenacceleration, er givet ved hyperbolsk bevaegelse og afbildes i
Rindler-kilen, der er et underrum af Minkowski-diagrammet. Jeg har vist, at
der i den specielle relativitetsteori opstar begivenhedshorisonter, en afgraens-
ning af rumtiden, hinsides hvilket begivenheder ikke kan pavirke den accele-
rerende observatgr. Jeg har tydeliggjort denne begivenhedshorisont (Rindler-
horisonten) ved at afbilde en accelererende observatgr og en frakoblet obser-
vatgr i Rindler-kilen og deres indbyrdes kommunikation i form af lyssignaler.
Vha. skvivalensprincippet, der siger, at accelerationen af en referenceramme i
en bestemt retning lokalt har samme effekt som et tyngdefelt virkende i mod-
satte retning, har jeg forklaret, at der ligeledes opstar begivenhedshorisonter i
et tyngdefelt og kommet frem til og forklaret begivenhedshorisonten for et sort
hul, Schwarzschild-horisonten. Jeg har ydermere forklaret, at Schwarzschild-
horisonten opstéar pr. analogi pa samme made som Rindler-horisonten ved at
betragte en ekstern observater i et tyngdefelt og en indfaldende observatgr, der
folger en stjernes gravitationelle kollaps mod et sort hul.

Faktisk har det vist sig, at delelementer af specialet, neermere betegnet hy-
perbolsk bevaegelse og begivenhedshorisonter i den specielle relativitetsteori,
faktisk ikke er urealistisk at arbejde med pa gymnasieniveau, hvis det formu-
leres pa en made, der er tilpasset deres forhandsviden. Der er her ikke tale om
at lave grove approksimationer for at ggre stoffet mere tilgeengeligt for gymna-
sieeleven, men blot at formulere det pa en made, der passer til deres niveau.

Derneest er jeg gaet mere i detalje med matematikken i den generelle re-
lativitetsteori og fokuseret pa Schwarzschild-metrikken med udgangspunkt i
svagfelts-approksimationen til den generelle relativitetsteori og simple symme-
tribetragtninger for en ikke-roterende, uladet sfeerisk symmetrisk masseforde-
ling. Den viden har jeg brugt til at vise, at Schwarzschild-metrikken faktisk har
samme form som Rindler-metrikken i omegnen af horisonten r = 2M. P& den
made har jeg stillet den oprindelige forklaring af sorte huller ud fra speciel re-
lativitetsteori og sekvivalensprincippet og analogien mellem Rindler-horisonten
og Schwarzschild-horisonten i et skarpere lys.
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Jeg har bygget videre pa det opnaede kendskab og erfaring med Rindler-
kilen og Schwarzschild-metrikken ved at introducere Kruskal-koordinaterne,
der ggr det muligt at visualisere et sort hul pa samme made som Rindler-
kilen. Ved at studere Kruskal-diagrammet har vi ogsa kunnet ggre rede for den
gravitationelle singularitet ved r = 0, og pa den made har vi faet en relativ
komplet forstéelse af sorte huller, og de singulariteter de affeder.

I sidste del af specialet har jeg fokuseret pa kvantemekaniske aspekter af sor-
te huller og er dykket ned i kvantefeltteori og genbrugt vores viden om Rindler-
koordinater til at vise Unruh-effekten, der siger, at en Rindler-observatgr i
Minkowski-vakuum rent faktisk detekterer et termisk spektrum af partikler.
Igen har vi brugt sekvivalensprincippet til at forklare, at der opstar en tilsva-
rende effekt i et tyngdefelt, mere specifik ved Schwarzschild-horisonten, hvilket
betyder, at sorte huller rent faktisk ikke er sorte, men udsender straling omkring
horisonten.



Bilag A

Schwarzschild-lgsningen

Formen péa Schwarzschild-metrikken er givet ved
ds* = A(r)dt? — B(r)dr?® — r*(d6? + sin” d¢?). (A1)

For at lette notationen i det fglgende, vil vi blot benzevne koefficienterne A
og B. Vi gnsker altsd at bestemme koefficienterne A og B ud fra Einsteins
feltligninger i vakuum

Ry — 5Rgap = 0. (A.2)

Ricci-tensoren R, kan udregnes ud fra Riemann-tensoren R ,, som er givet
ved
a _ a a a e a €
Ryca = Thac — Thea T Teclva — Leal'bes (A.3)

hvor “” betegner den afledte og Christoffel-symbolet I' er givet ved

ad(

b= 39"Ygav,c — Gbe,d + Gaep)- (A.4)

Ricci-tensoren Ry, kan som sagt findes ud fra Riemann-tensoren og er givet
ved Rap = ¢°Reqap = Rgdb, som vha. Christoffel-symbolerne er givet ved

Rop = ng,b - Pgb,d + T, —T¢,T4.. (A.5)

Ricci-skalaren er givet ved R = ¢g* R4, og da den ogsa indeholder Ricci-
tensoren Ry, er (A.2) givet ved

R, = 0. (A.6)

Ud fra Schwarzschild-metrikken kan vi se, at der optraeder fire ikke-nul indgange
i metriktensoren gqp, givet ved gy = A, grr = —B, gog = 1% 08 gpp = 1 sin? 6.
Selve udregningerne er meget omfattende, men ligetil, sa lad mit blot regne ét
eksempel og postulere resten

F:r = %grd(gdrﬂ‘ — Grr,d + gdrﬂ‘) (A7)
= %nggrr,r
B/

fordi ¢"" = B~! og hvor “/” betegner den afledte specifikt mht. r.
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De andre Christoffel-symboler findes pa praecis samme méade og er givet

= _ A _ A 6 _ 16 _ 1 o TR 1
ved Fgr - Ff"t - 2A» th — 2B POT - FT‘9 - Fg@ - _%7 Fgr - FT’¢ -
. 20 )
F;qs:—Ll; 7Fingg¢=cot9, og F%z—sm&cos@.

Nu udregnes Ricci-tensorerne

A// A/ A/B/ A/2
=95 T Br  AB?  1AB

ry' 1 /A B
Rgg =1 — (E) — 5 (A + B> (A.ll)

A// B/ A/B/ Alz

= —— + — A.12
R 24t rB T aAB T a2 (A-12)
R¢¢ = sin2 9R99. (A.13)

Laver vi en linearkombination af Ry og R, fas
BRy + AR, =0, (A.14)

hvilket giver A’B + AB’ = 0. Dette medfgrer at AB = konstant. Fra kapitel 8
ved vi at lim, o0 A(r) = lim, o, B(r) = 1, hvilket derfor medfgrer at AB = 1.
Vha. AB = 1 kan vi skrive A’B + AB’ = 0 som

A B

Indseetter vi (A.15) i (A.11) far vi

(%) — (rA) =1, (A.16)

med lgsningen rA = r — konstant. Kalder vi konstanten r, har vi at

(A.17)

og

(A.18)

Vi ved at i svagfelts-approksimationen geelder goo " —- 1 — 2M /r. Ud fra det
kan vi se at r4 = 2M séledes at koefficienterne A og B endelig er givet ved

A=1-22 (A.19)

(A.20)



Bilag B

Kruskal-koordinater

Vi vil gerne vise, at vi ved indseettelse af Kruskal-koordianterne (U,V) i Kruskal-
metrikken far den velkendte Schwarzschild-metrik. Da vinkeldelen af begge me-
trikker, (6,¢) er den samme, veelger vi at udelade denne fra metrikken, og skriver
rumtidsintervallet di? i stedet for ds?, for at markere fraveeret af vinkeldelen.
Kruskal-metrikken er givet ved

3
32M efr/Qm
T

di* = (dV? —dU?), (B.1)

og Kruskal-koordinaterne er givet ved

r 1/2 t
(L r/4m v
U ( Wi 1) e cosh ( 1 M)
r 1/2 t o\
R r/dm . v
14 ( Wi 1) e sinh (4M )
Vi vil altsa vise, at ved indseettelse af (B.2) i (B.1) fas Schwarzschild-metrikken

= (1= 2"V a2 - (1= 2™ g2 (B.3)
r T

Vi skal derfor udregne differentialerne dV' og dU. Lad os starte med dV'

(B.2)

oV oV
= —dt + — B4
dV = —-dt + ——dr (B.4)
Forste led er givet ved
aVv r 1/2 1 t
o _ (1 r/dm _~ v
ot~ \2 1) ¢ g cosh <4M) (B-5)

— A(r) cosh (4;) , (B.6)

hvor vi, for at lette notationen, har kaldt funktionen foran cosh(¢/4m) for
A(r), der ikke skal forveksles med frontfaktoren fra Schwarzschild-metrikken.
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Det andet led i dV er givet ved

ov 1/ 7 -1/2 1 T /2 1 t
' o 1) _— r/4dm (7 _ 1) r/dm | : h{ —
or {2 (Qm om* + 2m 4m° T

(B.7)
_ e;/;m [(27;” - 1)71/2 n (i - 1)1/2] sinh (4;) (B.8)
_ e;/;m (- 1)71/2 sinh (4;) (B.9)
_ 68”%7“ (# - 1)71/2 sinh (4;) (B.10)
= B(r)sinh (4;) , (B.11)

hvor vi tilsvarende har kaldt frontfaktoren for B(r). Indssettes begge led i dV
fas

t . t
dV = A(r) cosh (4m) dt + B(r)sinh (4m) dr (B.12)
Differentialet dU er pa tilsvarende vis givet ved
oU ou
dU = —dt + —dr B.1
U="ct* 5 (B-13)

Forste led giver

oU r 1/2 1 t
el L r/dm_~ -
T 5 1) e i sinh (4M> (B.14)
. t
= A(r) sinh <4m> , (B.15)
og andet led givet
oU 1/ r —-1/2 r /21 t
e o r/4m o - r/4m v
ar [2 <2m 1) o (2m 1) 1€ ] cosh <4m> (B-16)
t
=B h{—). B.1
(r) cos <4m> (B.17)

Sammenlagt fas differentialet

dU = A(r)sinh (4;) dt + B(r) cosh (4;) dr. (B.18)

Nu kan vi udregne parentesen i (B.1)

2 2 2 2 1\ o 9 . t 9
V= —dU? = A(r)” cosh <4m dt* + B(r)“sinh i dr (B.19)
— A(r)?sinh? (t) dt* — % cosh <t> dr? (B.20)
dm 4m

= A(r)?dt® — B(r)?dr?, (B.21)
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hvor vi har brugt den velkendte cosh® z — sinh® z = 1 og det faktum at kryds-
leddet fra kvadratsesetnignen giver nul. Indseettes nu i (B.1) har vi

32M°3

di* = e T2M(dV? — dU?) (B.22)
T
2M3
_ B2ME rram g()2ae — B(r)2dr?) (B.23)
.

Nu kan vi udregne de to led i ovenstaende, hvor vi indsatter A(r) og B(r).
Fgrste led giver

32M3 32M3 1 r
—’I”/QWLA 2 142 —r/2m r/2m ( _ 1) 2 B.24
e (r)=dt e o2t 5 dt ( )
2 2
_m (m - 1) ar* (B.25)
r r
2m 9
=(1——)dt* (B.26)
r

og andet led giver

32M3 0. o  32M3 o em/Pm o ooy -1,
r r -1
=— (— —1) dr? B.28
2m (Qm ) " ( )
om\ !
= (1 - ) dr?. (B.29)
T

Indsattes begge led fas

di? = (1 - 2m> dt? — (1 - m) dr?, (B.30)
T r

hvilket var det vi ville vise.
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